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Prefácio 


Preparar a edição de uni livro-texto é uma mistura ímpar de grande esforço e satisfação 
máximo*. l-Im meio ei longa* hora* e miniisjíEJS xcm Inn.tw atos de incorporar novas idéias 
que se somam àquelas que já existem ou que substituem eis que se tomaram cansativas 
proporcionam sentimentos de alívio c realização. Através do esforço, existe a esperança 
e uma crença crescente de que o novo livro será melhor e mais útil. 

No caso de eletromagnelismo, o núcleo do assunto nunca muda,e então poderia ser 
argumentado que provavelmente seria melhor não mexer nas abordagens anteriores que 
se mostraram de sucesso. Essa era a minha filosofia quando preparei a sexta edição. 
Nessa nova. sétima, tomei algumas liberdades maiores. Os tópicos mais antigos, presen¬ 
tes desde a primeira edição, foram revistos, e alguns poucos foram retirados ou movidos 
para novas posições. Essas mudanças foram feitas de maneira moderada, uma vez que 
minha intenção era melhorar o andamento do material enquanto tentava evitar qualquer 
coisa que comprometesse o apelo clássico e 0 sucesso do trabalho original de Hayt con¬ 
forme existe por aproximadamente dnqíicnta anos. 

Nos ultimóS 33 nos. muitos cursos sobre elesroniagnctixmo básico mudaram suas ênfa¬ 
ses na direção da teoria das linhas de transmissão, de uma maneira consistente com o 
crescimento da engenharia de computação como um dos componentes principais dentro 
dos currículos dc engenharia elétrica, Isso resultou em um capítulo substancial e inde¬ 
pendente sobre linhas de transmissão, O antigo Capítulo 13 é agora Capítulo 11.sendo 
que precede os capítulos sobre ondas eletromagnéticas. No Capítulo 11, as linhas de 
transmissão são tratadas inteiramente no contexto da teoria de circuitos. Fenômenos de 
onda são introduzidos e utilizados exdusivamente na forma de tensões e correntes. As 
perdas nas linhas são agOTa abordadas, juntamente com um desenvolvimento mais déta- 
lhado da equação de onda. Os conceitos de indutânda e de capadtância são tratados 
como parâmetros conhecidos, e assim não há dependência eom qu ei 3 quer outro capitulo. 
Isso permite que as linhas de transmissão sejam abordadas como o tópico inicial do 
curso, caso assim desejado. Os conceitos de campo e o cálculo dos parâmetros em tinhas 
ainda estão presentes., mas agora aparecem na parte inicial do Capítulo 3 4, onde possuem 
a função adicional de ajudar a introduzir os conceitos dc guinmento dc ondas enquanto 
acrescentam perspectiva aos problemas associados. Os casos específicos de linhas copla- 
nâr-cs,cOãxiãis e bifásicâs dentro de diferentes regime* dc frequência seio I rábidos como 
rias edições anteriores» e uma nova seção sobre linha microfita foi adicionada, Esse mate¬ 
rial pode ser abordado após o Capítulo 3 2 e não requer o Capítulo 13. 

Os capítulos referentes a ondas eletromagnéticas, agora 12 e 13 (antigos II e 12), 
mantêm sua* independência* da teoria de tinha de transmissão de forma que pode-se 
progredir do Capítulo 10 díretamente para o Capítulo 12. Dessa maneira, os fenômenos 
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de onda são ml reduzidos a partir de seus princípios básicos, mas dentro do contexto da 
onda plana uniforme. O Capítulo 12 faz referências ao Capítulo II cm locais nos quais 
esse último pode apresentar perspectivas adicionais, junta mente com mais detalhes. 
Entretanto, todo o material necessário para se aprender sobre ondas planas sem que se 
estude primeiramente linhas de transmissão está presente no Capítulo 12, caso o pro¬ 
fessor ou o aluno desejem proceder nessa ordem. 

A discussão sobre reflexão e dispersão de ondas planas no Capítulo 13 foi movido 
d ire ta monte para o Capítulo 14, no qual os fundamentos do guiam ento de ondas são 
abordados sob a luz de modelos de reflexão de ondas planas, assim como pela solução 
direta da equação de onda. Esse capítulo agora inclui uma seção expandida sobre fibras 
óticas em adição a uma sobre estruturas de linhas de transmissão, previ a mente mencio¬ 
nada. A última parle do Capítulo 14 íi borda os conceitos básicos de radiação, retirado 
das edições anteriores. 

A reestruturação dos primeiros capítulos inclui a divisão do íinligo Capítulo 5 
(Condutores, Dielétricos c Çapadlãncia) em dois capítulos (agora 5 c 6) que lidam 
separadamente com condutores e capadtores. O antigo Capítulo 6 (que abordava a 
representação gráfica de campos e técnicas numéricas) foi eliminado, mas parte de seu 
material foi mantido em outros capítulos. O mapeamento por quadrados curvilíneos e 
as discussões sobre analogias de correntes são agora parte do novo capítulo sobre capa- 
eitáncia (6) e a antiga seção sobre solução iterativa é agora pEirtt do desenvolvi mento 
das equações de Laplace e Poisson no Capítulo 7, 

Aproximadamente 40% dos problemas das edições anteriores foram substituídos. 
Adicional mente a muitos novos problemas, incluí vários proh lemas "'clássicos" excelen¬ 
tes de GilL Hayt que apareciam nas primeiras edições. Decidi reviver o que considerei 
como sendo os melhores e mais relevantes deles. Os exercícios propostos foram revis¬ 
tos e erros, corrigidos. 

Fora essas mudanças, o lenia do texto é o mesmo que tem sido desde a primeira 
edição cm Uma abordagem induzida é Utilizada, a qual ê consistente com Os 

desenvolvimentos históricos. Nela, as leis experimentais são apresentadas como concei¬ 
tos individuais que são mais tarde unificados nas equações de Maxwell.Após o primei¬ 
ro capitulo sobre análise vetorial, ferramentas matemáticas adicionais são introduzidas 
no texto na medida necessária. Em todas as edições, assim como nesta, o objetivo prin¬ 
cipal foi o de capacitar os estudanies a aprenderem independen tem ente, Numerosos 
exemplos, exercícios propostos (que usual mente possuem partes múltiplas) e os proble¬ 
mas no final de cada capítulo são disponibilizados para proporcionar isso. Respostas 
para os exercícios propostos são dadas ei pós cada problema. Respostas aos problemas 
ímpares do final dc cada capítulo são encontradas no Apêndice E. Um manual de solu¬ 
ções (em inglês) também será disponibilizado para os professores, Esse ma te rí ah junta- 
mente com outros recursos para ensino estão disponíveis na página do livro na Internet, 
http:/Avww.mhlic.coni/huytbuek. Para ter acesso ao site, o professor deve cadastrar- 
se na editora e solicitar a senha de acesso exclusiva para professores, pelo e-mail 
djvuJgaeao_brasiÍ@mçgt;)w-hiJLcom, No site para o professor, além do manual dc 
soluções há o COSMOS (Sistema de Operação do Manual de Soluções Completo 
QriLme 1 )^ que contém o conjunto inteiro de problemas do livro, aprimorado para con- 


1 N-T." Dq ingicin: Complete Online Solutions Manual Operating System. 
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ter qualquer imagem ou texto referenciado, assim como o conjunto inteiro de soluções 
para o livro — tudo em i nglês. Essa aplicação auxiliará os instrutores a organizar, distri¬ 
buir e acompanhar os grupos de problemas à medida que forem passados. Devemos 
agradecer também ã ÁNSOFT e a Faustus Scientific Corp , 

O livro contém matetial mais que Suficiente para um curso de um semestre. {"oirO 
é evidente, conceitos sobre estática são enfatizados c aparecem primeira mente na apre¬ 
sentação, Em um curso que coloca mais ênfase na dinâmica, o capitulo sobre linhas de 
transmissão pode scr abordado primeíramcnte conforme mencionado, ou cm qualquer 
momento do curso. O material sohre estática pode scr abordado mais rapidamente omi¬ 
tindo-se ü Capítulo I (que pode .scr passado como uma revisão) e saltando as Seções 
2.6,5.5, 5.6, 6,5,6.6,7.4 a 7.6,8.6,8.7,9J a 9.6,9.8 e 10.5. lima apresentação mais rápida 
de ondas planas pode ser conseguida omitindo-se as Seções 12.5,13.5 e 13,6.0 Capítulo 
14 tem a intenção de scr um capítulo de tópicos avançados, no qual o desenvolvimento 
dos conceitos de gaias de ondas e antenas ocorre pela aplicação dos métodos aprendi¬ 
dos nos primeiros capítulos, ajudando assim a solidificar o conhecimento, Pode também 
servir como uma ponte enírc o curso básico c cursos mais avançados seguintes. 

Um novo e importante recurso* exclusivo desta edição, ú um Cf) contendo demons¬ 
trações computacionais c programas interativos, desenvolvido por Nauilia Nikolova da 
McMaster Uuiversity c Vikram Jandhyala e Indranil Chowdury da University of 
Washington.Suas excelentes contribuições estão ligadas ao texto. Sempre que existe um 
exercício associado eom a narrativa, vocc verá um ícone de CD na margem. Figuras 
coloridas, exercícios interativos e animações (incluindo algumas de minha autoria) 
serão muito úteis para auxiliar na visualização de alguns dos muitos Fenômenos descri¬ 
tos tio texto. 

AG R AD ECIM ENTOS 

Listou em débito eom muitos alunos e colegas que me auxiliaram c me encorajaram antes 
e duranle a preparação desta nova edição, No início do processo de revisão, muitas 
sugestões cuidadosas e valiosas foram dadas por 

Itavíraji Sadanand Advc, Universiiy oj Toronto 
Jonathan S. Bagby, Florida Atlantic University 
AninV, Bakshi, Colfege of Engitieeríng, Pirnpri. índia 
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Suas observações e sugestões afetaram muitos aspectos do produto final, lirros c incon¬ 
sistências no texto e em alguns dos problemas foram apontados em detalhes em diversas 
comunicações por Wilham Thompson, Jr. da Pennsyivania State University. Na Geórgia 
Tech, Shannon M adison mc auxiliou nos exercícios propostos c Diana Fouts é responsá¬ 
vel pela ilustração e design da capa, 

Nos últimos quatro anos depois da publicação da edição anterior, recebi muitos e- 
mails de um conjunto de pessoas com perguntas e sugestões, frequentemente sobre par¬ 
tes do texto que, numa reflexão mais aprofundada, poderiam ler sido mais daras. Esses 
atos de me chamar atenção aos detalhes foram, talvez, as mais valorosos uo aprimora¬ 
mento do produto final. Lamento não ter sido capa/ de responder Iodas as mensagens, 
mas todas foram consideradas e trabalhadas de forma apropriada. Correspondências 
futuras podem ser enviadas para john.buck@ece.gaiech.edu. 

Final mente, agradeço 0 time de projeto dá McGraw-l lill, eujo cn I tisiasmo, encoraja¬ 
mento e suporte foram indispensáveis. Agradeço especialmente a Michelle FJomenhoft e 
í ariise Stcmbndge que reuniram todo o material c fi/c ram tudo isso acontecer. Valorizo 
minha assoeiaçâo com efas. Assim como nã üliima revisão anterior, o tempo foi muito 
curto para completar tudo que eu queria. Estou certo que meu entusiasmo continuara se 
cu tiver a chance de uma oitava edição, após. unt longo descanso, ú claro, e com a paci en¬ 
chi da minha esposa c das minhas filhas renovada. Tomara que as meninas, muito jovens 
para entender porque papai fica preso ao computador por todo o final de semana, não 
tenham crescido demais para quere-lo de volta. Dedico este livro a elas. 


John A. Eiuck 

Marietlü, (iA 
Setembro 2004 
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O principal objetivo deste livro é apresentar o eletromagnetismo de maneira que seja dara, mas interessan¬ 
te e mais fácil dc compreender. Para você + estudante, aqui vão algumas características que lhe ajudarão a 
estudar e ser bem-sucedido no curso. 


Exemplos: Numerosos exemplos laceis de serem identificados, os quais ajudam es refor¬ 
çar os conceitos apresentados, estão integrados ao longo de cada capítulo; 
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Exercícios Propostos: Muitos exercícios propostos também estão integrados ao longo de 
cada capítulo, Esses problemas, nos quais estão incluídas as respostas, sào mu a maneira 
rápida para você cliecar sua compreensão sobre o assunto discutido. 

El 4 . 3 . Cada Cündutúr de Lima linluL de trart&mwKão btfilar tem um raio de íJ.fí mm u 
uma condulividadc de 3 x 10 1 S/m, lilcs são separados par unta distância de centro a 
cenlns do M.K an em um meio píira ü qual c'. 22 j. ji. 1 u rr 4 í! III " S/m. Se a 

1 : 11 ]j.i opera a bU I b. ealcuJc: | rj 1 ã: (è) £':{c) G: i,d) L- (e) /?. 

Ftasp. 12 em; 3(f pF ; ni: 5.5 rtS/rtt: L4l2 jil Iáii; 0.033 fí/m 


rrühlemns de Km de Capítulo: Cada capítulo apresenta uma ampla seleção de proble¬ 
mas, com respostas para alguns, se Ice to nados pelos autores, no Apên dice h. ( tini isstt 
você tem ei chance de praticar o que está aprendendo. 

_ \ _ 

M,I7 tJm guta de ondas retangular lem dimensões a ft cm u íi -I tm. Cif) Om qua! 
lai lí li de íret|üínrias 0 guia iríi operar em mudo Única? {h) fina quaJ faixa de tre- 
LfüOnciAS a auia iríi suportar mnkw us modosTE^ cTlE,,, r nenhum uulro mais? 

J í, Jtt J>ois guias ik onda rcEaruçuLares csLãu um dos punia tom ponlti. Oh guias possuem 
dimensões idênticas, onde a 2h. E m guia ásiá preenchido com ar. O oulro está 
prüÉiiebnlo com um (trékinco sem perdas caracterizado por * {jü Detemiine o 
valor máximo permilkk» piiiaé'. üe íumxa que unui operação em modo dnieo pussu 
ser assegurada amuIlárMíamente em ambos us guuis lím algumu lieqLiênau. 

(b) EscieVá Li mu êXpTéSSio para a latsla du fneqüêridas na qliat uma operação 
moncunodo ocorrerá em ambos os ^uias Sua resposta deve ser em lerriLW de 
das dimensões Jo puía coníormc necessário, c tie ouLras conslantes conheci ilas. 
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Cl) de Conteúdo para o Estudante: Seu livro vem com um CD-ROM com o objetivo de 
aprimorar ainda mais sua compreensão de cletromagnetismo. (Detalhes do conteúdo do 
CD-ROM aparecem nas duas próximas paginas). ícones de CD aparecem nas margens 
do lexio ao longo do livro para indicar quando você pode usar o CD para urra ajuda adi¬ 
cional com o texto. 


2,4 CAMPO DE UMA LINHA OE CARGAS 

Alc aqui. consideramwH dois tipos dc diütiihuiçio dc carcas: a wiíu;l pontual c a carita dis¬ 
tribuída por um volume com uma densidade p, Se ajtora considerarmos uma den¬ 
sidade dc carga volumétrica distribuída na forma ck um fitamenlo. como em um feixe 
niniii" Imo cm um tubo (k- ruiu» cakidiws ou um condutor carregado de raio mui Lu 
JH i|iLimi>. li-Jriia-SL'çimvi-niL nl* lnil-11 ;K-;np uíirin- iLm;i linha íIl- ciirgiis. ik- i km mlÍiliIm p, 
(Viu, N tíasi i di> fujxé df liLlEuiiK mm CuagíS l Mãi r u m imrt nriüiKu l l Verdade <jMí: iiili) 
temos um problema de elcCrcs-Látiai. Enlirelanto. sc o movimcjilo dc elétrons c 


(nluriiclivsi 


CD dc Conteúdo paru o Estudante 



() material do CD-ROM foi criado para proporcionar a você recursos adicionais de 
aprendizagem para os conceitos dc eJettnmagnetismo mais difíceis, F.ssa ferramenta para 
auto-aprendizado possui uma interface fácil de navegar e que llie permite procurar o 
material por capítulo. 

Ls fera 



Recurso de Aprendizagem n-1 - ilustrardes; Com o 

objetivo de ajudar a visualizar melhor os conceitos, 
incluindo ilustrações adicionais em quatro cores. 


i 




















Visão Geral do Livro 


KVH 


Recurso de Aprendizagem n" 2 - Animações: Numerosas ani¬ 
mações vão um passo adiante, apresentando uma demonstra¬ 
ção de fenômenos elelrmnagnéticos com animação em Flash. 



1 -1- B-1 - 1 " T— I -í-1-1 



Recurso de Aprendizado ir 3 - Interações: As interações não apenas permitem com¬ 
preender melhor os conceitos, mas também permitem que você fisicamente ajuste as 
variáveis ou a própria figura para veros conceitos em ação. 



Recurso de Aprendizado n*-d - Testes: Os autores elaboraram, em inglês, para ajudar a 
testar ainda mais sua compreensão, um teste rápido para cada capítulo, Uma resposta 
imediata é dadsi para que você saiba se respondeu ao teste eorreta mente. 



QUIZ — CIIAPTER 1 (Vector Analysis) 


i . .,í £*. •> ’<a, - -ia, i •.*< m) 

X I I ^ 


tf I U*~ | -Mm, 

j i:t:i I 73a h * * 16a, 

| Svp.'. I 24a, J2a f 1 
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Mapa de- campo na seção reta de uma linha de placas paralelas: linhas equi potenciais e linhas de força do campo E. 



Jk 

MrF ST 4 V.ir.F- * 


Onda de campo elétmco ao longo de um guia de ondas meÈáiíCo: o modo TE m dominante. 

Se você gostaria de ver mais conteúdo sobre eletroimignetismo. como essas ilustrações, não deixe de 
examinar o CD-ROM que veio junto com seu livro (ou visite a página do livro na Internet em 
hllpj/AvAvw.mhhe.eom/hajthuckAVieê encontrará ilustrações, animações, material interativo c lestes criados 
para lhe dar uma experiência interativa com os conceitos-chave cm eletroniagneiisnio, ícones relativos ao 
C D-ROM encontram-se espalhados ao longo do livro para indicar onde essas fontes estão disponíveis no 
CD-ROM de conteúdo. Rsperamos que você ufili/c o CD de conteúdo c que isso aprimore seu aprendi /ado 
eni eletromagnetismo] 






CAPÍTULO 



Análise Vetorial 

A análise vetorial é um tema matemático que é mu tio mais bem ensinado |>or ma¬ 
temáticos do que por engenheiros. A maioria dos estudantes iniciantes c avança¬ 
dos cm engenharia, entretanto, não tem tido tempo (ou talvez a indinação) para 
frequentar um curso em análise vetorial, apesar de ser provável que muitos conceitos e 
operações elementares com vetores tenham sido introduzidos nas disciplinas de cálculo, 
H.SSCs cOnecitOS e operações fundamentais sao abordados neste capitulo, sendo que o 
tempo dedicado a eles agora deve depender do grau de conhecimento que cada leitor 
apresenta no tema. 

O ponto de vista aqui é também aquele do engenheiro ou físico, e não do matemáti¬ 
co, na medida em que as provas são indicadas em vez de rigorosameiite apresentadas e 
a interpretação física é enfatizada. Fica mais fácil para os engenheiros seguirem um 
curso mais rigoroso c completo no departamento de matemática aptri serem apresenta¬ 
dos a alguns cenários físicos e aplicações, 

A análise vetorial se compara u uma taquigrafia 1 matemática. Ela tem alguns sím¬ 
bolos novos, algumas regras novas e uma armadilha aqui outra aJi. assim como todos 
novos campos. Cia demanda concentração, atenção c prática. Os exercícios propostos, no 
finai da Seção K4 T devem ser considerados parte integral do texto e precisam todos ser 
resolvidos. Mão se espera que esses exercícios representem dificuldade se o material na 
seção do texto que o acompanha foi inteiram ente entendido. Leva um pouco mais de 
tempo "ler" o capítulo deSsá maneira, maS O investimento no tem po produ/i rã um ganho 
surpreendente. ■ 


1,1 ESCALARES E VETORES 

O termo esc aí ar se refere a uma grandeza cujo valor pode ser representado por um 
número (positivo ou negativo) real único, O Jt,o y e o z que usamos na álgebra básica são 
escalares, assim como as grandezas que eles representam. Se falarmos de um corpo que cai 
de uma distância L em um tempo /, ou a temperatura /'em qualquer ponto de uma tigela 
de sopa cujas coordenadas são a, ve z, então f, 7~, a. v e z são todos escalares. Outras 
grandezas escalares são massa, densidade, pressão (mas não força), volume e resistividade 
volumétrica, A tensão elétrica também é uma grandeza escalar, apesar da representação 
complexa de uma tensãosenoidal,o que é um procedimento artificial,produzir uni escalar 
complexa, ou fttaor, o qual requer dois números reais para a sua representação, lais 


1 N.T.j Taquigrafia é a cmltíIu pui rtitíiu de sámbolos e abreviaturas. 
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como amplitude c ângulo de fase,ou parte real e parle imaginária. 

Uma grandeza vetorial possui intensidade,-' dircçEio e sentido no espaço, Trab Fi¬ 
lharemos apenas tom espaços bi e tndimensionais, mas os vetores podem ser definidos em 
espaços ri -dimensionais em aplicações mais avançadas. Força, velocidade, aceleração e uma 
linha reta do terminal positivo para o terminal negativo de uma batería são exemplos de 
vetores. Cada grandeza ú caracterizada por uma intensidade, uma direção e um sentido. 

Devemos nos interessar principal mente por etimpox escalares e vetoriais, Um 
campo (escalar nu vetorial) pode ser definido matematicamente como alguma função do 
vetor que conecta uma origem arbitrária a um ponto genérico no espaço. Usualmente, 
conseguimos associar algum efeito físico com um campo, tal como a força numa agulha 
de bússola exercida pelo campo magnético da Terra, ou o movimento de partículas de 
fumaça no campo definido pelo vetor velocidade do ar em alguma região do espaço. 
Note que o conceito dc campo invariavelmente está relacionado a uma região. Alguma 
grandeza é definida em cada ponto, em uma regi fio. Existe umto o campo rrcvv/m' como 
o campo vetorial. A temperatura na tigela de sopa e a densidade em qualquer ponto na 
Terra são exemplos de campos esc a lures. Os campos gravitaeional c magnético na ferra, 
o gradiente de potencial em um cabo e o gradiente de temperatura na ponta de um ferro 
de soldar são exemplos de campos vetoriais. O valor dc um campo varia, em geral, tanto 
com ei posição quarto com u tempo. 

Nesie livro, assim como na maioria dos outros que utilizam notação vetorial, vetores 
serão indicados por tipos em negrito, por exemplo. A. Escalares são impressos em tipo 
itálico, por exemplo, A, Quando sc escreve h mão ou se usa urna máquina dc escrever, é 
costume desenhar uma linha ou unia seta sobre uma grandeza vetorial, de modo que se 
mostre seu caráter vetorial (Cuidado: Essa ê a primeira armadilha. Notação pouco 
cuidadosa,como a omissão do símbolo ún linhEi ou da seta pata um vetor, é a principal 
causa de erros em análise vetorial). 

1.2 ÁLGEBRA VETORIAL 

Com a definição de vetores e de campos vetoriais já realizada, podemos proceder à 
definição das regras da aritmética vetorial, da álgebra vetorial c (mais tarde) do cálculo 
vetorial. Algumas regras serão similares aquelas da álgebra escalar, algumas vão diferir 
ligei ram ente, enquanto outras serão inteira mente novas e estranhas. Isso é de esperar, 
pois uni vetor representa mais informação que um escalar, e a multiplicação de dois 
vetores, por exemplo, será mais complexa que a multiplicação de dois escalares. 

As regras são as de um ramo da matemática que está firmemente estabelecido. 
Todos "seguem as mesmas regras”, c nós, natural mente, vamos apenas tomar contato 
com essas regras e interpretá-las. Entretanto, seria esclarecedor se tomássemos a atitude 
de considerarmos a nós mesmos pioneiros no campo. Estamos criando nossas próprias 
regras, e podemos criar qualquer regra que desejarmos, A única condição é que eis regras 
.sejam autoconsistentes, É claro que seria muito bom se as regras concordassem com 
aquelas da álgebra escalar sempre que possível,e seria ainda melhor se as regras nos pos- 
sibilitEisscin solucionar alguns problemas práticos. 


: Adotamos a convenção de que “intensidade" se refere ao valor absoluto, ou módulo. Ptirtántú, à intensidade 
de qttalquer jrandez» ê sempre positiva. 
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L! 




Figura 1,1 Dois vetoíss podem sqí adicionados graíicamcnle, lanto desanhando ambos a 
pari ir de gma origem comum c oonnplelarido o pa r alpbgramo quaoto começando o segundo 
vetor a partir da ponta do primeiro e completando o triângulo. Qualquer nesses métodos 
pode ser iaoilmente eslendtdo para o caso de Irés ou mais vetores. 

Para começar, a adição de vetores segue a lei do para le Logram o, o que pode ser reali¬ 
zado íãcil mente de forma gráfica, apesar de event uai mente inexato. A Figura 1.3 mostra 
a soma de dois vetores. A e B. Pode ser visto facilmente que A 4- B - B + A. ou que a 
adição vetorial obedece à propriedade comutativa. A adição vetorial também obedece ã 
propr í e da de assoei a I i va, 

A + (B + C) - (A + B) + C 

Note que, quando um vetor c desenhado eomo unia seta de comprimento finito, Sua 
posição é definida como o início da sela. 

Vetores coplanares são vetores que pertencem a um mesmo plano, como aqueles 
mostrados na Hg ura IJ. Amhos pertencem ao plano do papel e podem ser somados 
expressando cada vetor em termos de componentes ''vertical” e “horizontal" e, então, 
somando às componentes correspondentes, 

Da mesma maneira, vetores em três dimensões podem ser somados expressando tis 
vetores em termos de três componentes e somando as componentes correspondentes. 
Exemplos desse processo de adição serão dados depois da discussão sobre componentes 
vetoriais, na Seção 1,4, 

Â regra paru subtração de vetores deriva diretamente daquela da adição, uma vez 
que podemos sempre expressar A — 11 como A + [ -11), O sinal.ou sentido, do segundo 
vetor é invertido, u es(e vetor é então somado ao primeiro de acordo com a regra da 
adição vetorial. 

Vetores podem ser multiplicados por escalares. A intensidade do vetor muda. mas 
sua direção e seu sentido não mudam quando o escalar é positivo, apesar de o sen lido se 
inverter quando a multiplicação ú por um escalar negativo. À multiplicação de uun vetor 
por um escalar também obedece ãs propriedades associativa e distributiva da álgebra,de 
forma que 

{r + a)(À + 11) = r(À + H) + tf A + 11) = rA + rB + s\ + stí 

À divisão de um vetor por um escalar é simplesmente a multiplicação pelo inverso do escalar. 
Á multiplicação de uni vetor por outro vetor será discutida nas Seções lie 1.7. 
Diz-se que dois vetores são iguais se a diferença entre os dois é zero, ou A = 11 se 
A - B = 0, 

No uso que fazemos de campos vetoriais, devemos sempre somar e subtrair vetores 
que estiio definidos num mesmo ponlo, COmO exemplo, será mostrado que <> campo 
magnético total próximo a um pequeno ímã em forma de ferradura é Et soma dos campos 
produzidos pela Terra e pelo ímã permanente. O campo total em qualquer ponto é a 
soma dos campos individuais naquele ponto. 

Se não estamos considerando um campo vetorial, enlretEtnto, podemos somar ou 
subtrair vetores que não estão definidos no mesmo ponto. Por exemplo, a soma da força 
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gravilaeional atuando em um homem de 68,0 kg f (quilo»rama Torça) no Pólo Morte tom 
aquela que atua em um homem de 79,4 kg, no Pólo Sul pode ser obtida de.s foca n dose 
cada vetor de força até o Pólo SuJ antes de se proceder à adição, A resultante ú uma força 
de 11,4 kg, no Pólo Sul, direcionada para o centro da Terra. Se quiséssemos dificultar as 
coisas, podería mos, da mesma maneira, descrever a força como 11,4 kg^no Pólo Norte,’ 
direcionada no sentido contrário ao do centro da Terra (ou “para cima”). 

1.3 O SISTEMA DE 

COORDENADAS CARTESIANAS 

Com o objetivo de descrever um vetor de forma exata, alguns comprimentos, 
direções, sentidos, ângulos, projeções ou componentes específicos devem ser dados, 
Existem três métodos simples para fazer isso, e aproximadamente outros oito ou dez, os 
quais são díeis em easos rrmitO especiais. Vam os ulilizar apenas os três métodos simples, 
c o [nais simples deles é o sistema de coordenadas cartesianas ou sistema de coordenadas 
çariexitw aa retungutafvx - 

No sistema de coordenadas cartesianas, estabelecemos três eixos coordenados que 
formam ângulos retos uns em relação aos outros c os chamamos de eixos jc, y e £, É cos¬ 
tume escolher um sistema de coordenadas do tipo triedro direto , no qual a rotação do 
eixo x em direção ao eixo y (pelo menor ângulo) faz um parafuso dextro giro avançar na 
direção indicada pelo eixo z. Se a mão direita for utilizada, então os dedos polegar, indi¬ 
cador e médio podem ser identificados respeetivamenle cOm os eixos x, y e :.A Figura 
L2fl apresenta um sistema de coordenadas cartesianas do tipo triedro direto, 

Um ponto é localizado dadas as suas coordenadas x, ve z, Estas são, rcspcctiva- 
mente, as distâncias da origem até a interseção de perpendiculares desenhadas do ponto 
até os eixos x,y e r, Uma maneira alternativa de interpretar os valores coordenados, que 
é um método correspondente aquele que deve ser utilizado cm todos os outros 
.sistemas de coordenadas, é considerar o ponto como na interseção comum de três super¬ 
fícies, os planos x - constante, v - constante e z - constante,sendo as constantes os va¬ 
lores das coordenadas do ponto. 

A Figura l.2b mostra os pontos /* c Q cujas coordenadas são (I, 2,3) c (2, —2, 1), 
respectiva mente, O ponto P está, dessa forma, posicionado no ponto de interseção 
comum dos planos jc = 1, y = 2 e z = 3,enquanto o ponto Q se Localiza na interseção dos 
planos x = 2 ,y = ~2ez~ I 

Na medida em que encontrarmos outros sistemas de coordenadas nas Seções 1,8 e 
L9, deve eh os esperar que os pontos se localizem na interseção comum de três superfícies, 
não necessariamente planas, mas ainda assim perpendiculares entre si no pOiltO de iittét- 
seçào, 

Se visualizarmos três planos que se interceptam no ponto genérico I\ cujas coor¬ 
denadas sâo x, v e z, podemos incrementar cada valor coordenado de uma quantidade 
diferencial e ohter três planos ligeiramente deslocados que se interceptam no ponto P\ 
cujas coordenadas são ,c + dx, y -F dy e z + dz> Os seis planos definem um para¬ 
lelepípedo retângulo cujo volume é dv = dxdydz* As superfícies possuem áreas diferen¬ 
ciais dS iguais a rfxrfy, dydz e dzdx . Finalmente, a distância dL de P a P’ é a diagonal 


' Al^üns -tsl udantes argumentaram Ljüe a fitrça pQíIerta klt dutiLT ÍUl rúmü L ,, KEa]iikj no P.quado-r tlirecitinada nu 
sentido Norle. lies uslão eerEm. mus jíi HnsLu de discussão. 
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Figura 1 r 2 (a) Um sistema de coordenadas cartesianas do tipo Uiedc direío, Se os cedoe 

curvados da máo direita indicarem a diraçâo c o sentido nc qual o eixo jc deve ser qirado 
para ccmcidir com o eixo y, o dedo polegar mostrará a direção do erxo z. (b) A localização 
dos pontos P(1. ?, 3) e -42. i). (c) O eiemântrj de volume diferenciai am coordenadas 
cartesianas; dx, dye dz são. em geral, elementos dileienciais ndeoendentes 

do paralelepípedo e tem comprimento de \/[dx) + (dyY +■ (f/z) 3 L í) e leme mo dc volume 
é mostrado na Figura ].2c, na qual,o ponto F é indicado,mas o ponto P está localizado 
no único vértice invisível. 

Tudo isso é familiar à trigonometria ou à geometria espadai c envolve apenas 
grandezas escalares. Descreveremos os vetores em termos de um sistema de coorde¬ 
nadas na próxima seção, 

1.4 COMPONENTES VETORIAIS 
E VETORES UNITÁRIOS 

Para descrever una vetor no sistema de coordenadas cartesianas, vamos primeiro 
considerar uni vetor r que parte da origem. Uma maneira lógica de identificar esse vetor 
é fornecendo as tris componentes vetoriais, tomadas ao longo dos tris eixos 
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Figura 1.3 (a} As componentes vetofteis x, ye z do vetor r. (fc} Os vetores unitários do 

aistema de coordenadas cartesianas possuem mtens d ade unitária e estác direcionados no 
sent do crescente dos valores de suas respectivas vansveis. (c) O vetor B P 0 é igual ã 
diferença vetorial r a - r F . 

coordenados. e cuja ^<^m vetorial deve representar o vetor dado, Se as componentes 
vetoriais do vetor r são > e z, então r - x + y + z. Ás componentes vetoriais são 
mostradas na Figura 13a, Cm vez de apenas um vetor, temos agora três^mas isso repre¬ 
senta um ganho, pois os três vetores são de natureza muito simples: cada um está sem ¬ 
pre na direção de um dos eixos coordenados. 

Cm outras palavras, as componentes ve Lo n ais possuem intensidades as qiEEii> 
dependem do vetor dado (como r).mas cada uma possui direção conhecida e constante. 
Tal fato sugere a utilização de vetores unitários possuindo intensidade unitária, por 
definição, c direção c sentido coincidentes com os dos eixos coordenados. Devemos 
reservar o símbolo a para um vetor unitário e identificar a direção é 0 sentido desie por 
um subscrito adequado. Logo, a,, a. e a, são os vetores unitários no sistema de coorde¬ 
nadas cartesianas. 4 Rlcs estão direcionados ao longo dos eixos jr. v c z, respectivumente, 
conforme mostra a Figura L.3Í?. 


1 Os niifibcdcHi È,j c k são iunthêm usual mente udlfeados pura qs vetores,unitários eir coordenadas ríiriL-siiinns. 
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Sc a componente ve tom 3 y tiver duas unidades de intensidade c estiver direciona¬ 
da no sentido crescente dos valores de v, devemos então escrever y - 2u r Um vetor r> 
apontando da origem em direção ao ponto P( 1.2,3) é escrito como - a, + 2a, + 3a _. 
O vetor de P a Q pode ser obtido pela aplicação da regra dc adição vetorial, Essa regra 
mostra que o vetor que vai da origem até P mais o vetor de P ei Q é igual ao vetor da 
origem até Q. O vetor desejado de P{1, 2, 3) ate Q(2, - 2 , i ) é, desse modo. 

Rro = r g~ T r = (2 - I )m , + (-2 - 2}s„ + (1 - 3)a. 

= a, “ *•, - 2a, 

Qs vetores r^r,^ e Elisão mostrados na Figura 1.3c. 

Este último vetor não parte da origem, como foi o caso do vetor r inicialmente con¬ 
siderado, Entretanto, já aprendemos que vetores que pOSSuCrti a mesma intensidade, 
direção e sentido são iguitis.de forma que. para auxiliar nossos processos de visualização, 
temos a liberdade de deslocar qualquer vetor até a origem antes de determinarmos suas 
componentes vetoriais, O paralelismo deve, c claro, ser mantido durante o processo de 
deslocam trn lo. 

Se nos referirmos a um vetor de força F ou. na verdade, qualquer outro vetor que 
não sejíi referente a posiciona meu Lo, como r. surge um problema para designar letras 
adequadas para eis três componentes vetoriais, Não seria apropriado chamá-las de x, v e 
2 , pois estas são letras associadas a deslocamentos, ou distâncias orientadas, e são medi¬ 
das em metros (abreviadas por rn) ou por alguma outra unidade de comprimento. Esse 
problema é frequentemente evitado pelo uso de componentes escolares, simplesmente 
chamadas de componentes f\. z P\ e F. .As componentes são as intensidades (módulos) das 
componentes vetoriais, mas incluindo o sinal Podemos então escrever F — F^ x + F, a, 
+ Ra., As componentes vetoriais são Ra,, F.a, e Ra., 

Qualquer vetor Ü pode então sei descrito como II — B x a t . + B a y + £T.a ; . A imen¬ 
sidade de El, e se ri tu como II Ou simplesmente B, é dada pOr 


IR| - V7J; + b; + /i: 


(D 


Cada um dos três sis lemas de coordenadas que discutiremos terão seus trés vetores 
unitários fundamentais c perpendiculares entre si, os quais são usados para decompor 
qualquer vetor cm suas componentes vetoriais. Entretanto, o uso dc vetores unitários 
não se limita apenas a essa aplicação. É sempre útil ser capaz dc escrever um vetor 
unitário que possua direção c sentido especificados. Isso pode ser facilmente consegui¬ 
do. uma vez que o vetor unitário em uma dada direção e sentido ú simplesmente um 
vetor naquela direção e sentido dividido por sua intensidade. Um vetor unitário na 
direção r é r/Vjt 2 ■+ y + z 2 , c um vetor unitário na direção de H t 



( 2 ) 




8 


EIETHQM AGNETISMQ 


EXEMPLO 1,1 


Especifique o vetor unitário que parte tia origem cm direção ao ponto f r(2, -2. - I ), 
Solução Primeiro construímos o vetor que parte da origem e vai até o ponto G. 

G = 2a T - 2a. - a. 

Continuamos então encontrando a intensidade de G. 

IGI = V(2f + (-2.J 2 + (-1) 2 - 3 

c finalmente expressando O vetor unitário desejado como o quociente 


ii G = 


G 

IGÍ 




L 



0.667a, — 0,667a, — 0333a, 


Um símbolo identificador especial é desejável para um vetor unitário,, de forma que 
sen caráter unitário se mostre imediatamente aparente. Símbolos que tem sido usados 
são u rt ,a ff , lj ou mesmo t>. Devemos utilizar consistentemente a letra minúscula a com o 
s ubscr i to ap ropri ado. 

[Nota; Ao longo do testo, exercícios propostos aparecem em seguida às seçòes nus 
quais uni novo princípio é introduzido, com o objetivo dc permitir aos estudantes 
testarem o entendimento que adquiriram do conceito. Os problemas são úteis para pro¬ 
porcionar familiaridade com novos termos e idéias e devem todos ser resolvidos. 
Problemas mais gerais aparecem nos finais dos capítulos. As respostas aos problemas 
propostos são apresentadas na mesma sequência das parles do problema.] 


E1.1, Dados os pontos \f( — 1,2. i). ,\ r (3, -3, 0) e P( 2. 3, -4), encontre; (a) R iM , v ; 

(6) Rj|j V 3" R,vf|P> {d) lr w l; {d) a MI >i (t 3 ) I2fp 3r v l. 

Resp. 4a t - 5a,. - J*.:3a T - I0a, - 6 » t ; 2,45; -0,14a k -0,7a k , -0,7& f ; 15,56 


1.5 O CAMPO VETORIAL 

Já definimos o campo vetorial eomo uma função vetorial de um vetor posição. Em 
geral, a intensidade, a direção c o sentido da função mudará á medida que nos movemos 
pela região, c o valor da função vetorial deve ser determinado utilizando os valores das 
coordenadas dü ponto em questão, Uma vez que, até o momento, abordamos apenas o 
sistema de coordenadas cartesianas, devemos esperar que o vetor seja uma função das 
variáveis x, vez, 

Se novamente representarmos o vetor posição eomo r, então uni campo vetorial G 
será expresso em notação funcional como G(r), enquanto o campo escalar 7'será escrito 
como 7’(r). 

Se observássemos a velocidade da água no oceano cm alguma região perto da 
superfície onde marés e correntes m a ri n lias sào imporl antes, poderíamos decidir repre¬ 
sentá-la por um vetor velocidade que leria qualquer direção e sentido, até mesmo para 
cima ou para baixo. Sc o eixo z é tomado como apontando para cima, o eixo x como 
apontando para o norte, o eixo y apontando para o oeste, e a origem como estando na 
superfície, temos um sistema dc coordenadas do tipo triedo direto e podemos escrever o 
vetor velocidade como v = \\a, + + v.a.oii vfr) = v r (f)a > + v k (r)a t + v,( r )a,. Cada 
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uni53 das componentes y T . v, e v-_ poüt ser função das Ires variáveis x . y e z, Se o proble¬ 
ma for simplificado, assumindo que estamos em alguma parte cia Corrente do Golfo 
onde a água se move apenas no sentido norte, então v. e v. valem zero. Outras consi¬ 
derações smiplificadoras podem ser feitas se a velocidade diminuir com a profundidade 
e variar muito lentainente à medida que nos movermos para o norte, sul. leste ou oeste. 
I 'ma expressão apropriada poderia ser v — Tcm-se uma velocidade de 2 m/s 

(metros por segundo) na superfície e uma velocidade de 0,368 X 2, ou 0,736 m/s na pro¬ 
fundidade de 100 m (z = —100). e a velocidade continuaria a cair com a profundidade. 
Neste exemplo, o vetor velocidade tem direção e sentido constantes. 

O exemplo anterior é consideravelmente simples e representa apenas uma apro¬ 
ximação grosseira para uma situação física, contudo, uma expressão mais exata seria 
correspondenl emente mais complexa e difícil de interpretar. Devemos deparar com 
diversos campos em nosso estudo de eletricidade e magnetismo, os quais são mais sim¬ 
ples do que o exemplo de velocidade.como quando apenas uma componente e uma 
variável estão envolvidas (a componente .r e a variável £). Devemos também estudar 
campos mais complicados, e os métodos para interpretar fisicamente essas expressões 
serão discutidos a seguir. 


Et.2. U m campo vetorial S é expresso em coordenadas cã rtes ia nas como 
S = (125/[(.r - l) 2 + (y - 2)- + ( z + l) 2 ]}{(* - 1K + (y - 2)a. + (z + I }a_> 

(a) Calcule % em P{ 2.4,3). (b) Determine uni vetor unitário para a direção e sentido 
dc S em f\ (c) Especifique ei superfície/(jr,y, z) na qual S - 1. 

ftesp. 5.95a, 4 11.90a, 4- 23 .«a.; 0218a,. 4- 0,436a 4- 0,873a.; 

V(7- l) 2 + (y - 2 f + (2 + I) 2 = 125 


1.6 O PRODUTO ESCALAR 

Consideramos agora o primeiro de dois tipos de multiplicação de vetores. O segun¬ 
do lipo scr;i discutido na seção seguinlc, 

Díídos dois vetores A e B. o produto escalar é definido como o produto da intensi¬ 
dade de À pela intensidade de H c pelo cosseno do menor ângulo entre eles, 


A ’ B A R\ tos $ab 


(3) 


Na notação, o símbolo { ponto) aparece entre os dois vetores e deve ser forte- 
mente grafado, para dar ênfase. O resultado de um produto escalar é também um escalar, 
conforme indica o próprio nome, e ohcdecc à propriedade comutativa. 


A ■ B = B ■ A 


(4) 


pois o sinal do ângulo não afeta o termo em cosseno. A expressão A ■ 11 deve ser lida 
como "A escalar B \ 

Talvez a aplicação mais comum do produto escalar seja em mecânica, onde uma 
força constante F aplicada u longo de um deslocamento retilíneo 1, executa uma quantt- 
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d ade de trabalho i L los $, mais facilmente escrita como [■' - L, Podemos antecipar tini 
dos resultados do Capítulo 4 ressaltando que, se a força variar ao longo do caminho,una 
integração ú necessária para encontrar o trabalho total, e o resultado será' 


T rabalho 



Fr/L 


O outro exemplo pode ser tirado dos campos magnéticos, assunto sobre o qual tere¬ 
mos muito mais a di/er adiante. O fluxo total 'F que atravessa uma superfíeie de área 5 é 
dado por B se a densidade de fluxo magnético B for perpendicular à superfície e uni¬ 
forme por sobre da, Definimos o vetor superfície S como tendo intensidade igual à área 
usual e direção normal â superfície (evitando, pelo momento, o problema de haver duas 
normais possíveis de serem tomadas). O fluxo atravessando a superfície vale então 
B ■ S. Essa expressão c válida para qualquer direção e sentido da densidade de fluxo 
magnético uniforme. Contudo, se a densidade de íluxo não é constante por sobre a 
superfície, o fluxo total vale = / II ■ tiS. Integrais nessa forma genérica aparecerão no 
Capítulo 3. quando estudarmos densidade de fluxo elétrico. 

Encontrar o ângulo entre dois vetores cm um espaço tridimensional c normalmcnte 
uma tarefa que preferimos evitar, e por essa razão a definição do produto escalar não é 
utilizada na sua forma básica. I im resultado mais útil c obtido quando consideramos dois 
vetores cujas componentes cartesianas são dadas, tal como A = /t,u, + + A .a c 

B = B v a x + B a, + Bja.. O produto escalar também segue a propriedade distributiva e, 
com isso, A ■ B leva â soma de nove termos escalares, cada unt envolvendo o produto 
escalar de dois vetores unitários. Lima vex que o ângulo entre dois vetores unitários 
diferentes no sistema de coordenadas cartesianas é W\ temos então 


a 


a — a 

■ ■ v v 


a, = 


a T a. - a. 

.T -s 


a = a 

“r w i 


a. = a. - a. = 0 

■*L .X 


Os três termos restantes envolvem o produto escalar de um vetor unitário com ele 
mesmo, que é igual â unidade, resultando finaimente em 


A ' B ~ A,B y + A,B f 4 A.B Z 


(5) 


uma expressão que não envolve ângulos. 

O produto escalar de um vetor com etc mesmo resulta no quadrado da sua intensb 
d a de, ou 


A ■ A = A 2 — |A| 2 


(6) 


c o produto escalar de qualquer vetor unitário com ele mesmo leva à unidade 

a„ a^ - 1 


Uma das nuns importantes aplicações do produto escalar è a de encontrar a com¬ 
ponente de um vetor em uma dada direção. Como mostra a Figura 1,4a, podemos obter 
a componente (escalar) de B ata direção especificada pelo vetor unitário u por meio Jc 

II ’ a = |B| hl COS Í^l COS @Ba 


O sinal da componente é positivo seü^ 0 Hti ^ 90 a e negativo caso 90° ^ U l(íl ^ 180". 




CAPÍTULO 1 Análise Vetorial 


11 



B+ h í íí - íi nl 

(d) 


Figura 1.4 (a) A compooenle escalar de B na direçào do velor unitário a é B - a. (b) A 

componente vete al de B na direção do vetor unilárb a è (B ■ a)a 

Com o objetivo de obter a componente vetorial de B na direção de a. nós simples¬ 
mente multiplicamos a componente (escalar) por a, conforme ilustra a Figura 1.46, Por 
exemplo* a componente de B na direção de a, é B ■ a T - e a componente vetorial é 
j5 t a r , ou (B 1 a Jr )a T . Com isso, o problema de encontrar a componente de um vetor em 
qualquer direção desejada se torna o problema de encontrar um vetor unitário naquela 
direção, e isso podemos fazer. 

O termo geométrico projeção é também usado com o produto vetorial. Logo, H ■ íi 
é a projeção de El na direção de a. 


EXEMPLO 1,2 


Com a objetivo de ilustrar essas definições e operações, consideremos um campo ve to¬ 
na] ti — ya c 2,5-vii, + 3:i. e o ponto 5,2), Desejamos encontrar: G em Q: a com¬ 
ponente escalar de íi em Q na direção de a v = ^ Í2a, + a, - 2a ); a componente veto¬ 
rial dc ti cm Q na direção a v : iinálménte.o ãnguU > $ Ga entre G(r c ) e 

Solução. Substituindo as coordenadas do ponto Q na expressão de G, temos 

G(rg) = 5a,- - 10», + 3a, 

Em seguida, encontramos a componente escalar. Utilizando o produto escalar, temos 

G ■ a v = (5a, - I0a v + 3a.) - \(2t x + a, 2a,) - •( 10 LO - 6) = - 2 

A componente vetorial é obtida pela multiplicação da componente escalar pelo vetor 
unitário na direção de a.., 

(G * a^)a,v = - {T^7s s + a, - 2aj = - l,333a T - 0,667a, + t,333a, 

O ângulo entre G(r^) e a jV é encontrado de 

G ■ a v - |G| cos Ô Ga 

- 2 = V25 4- 100 + cos B Ua 
e 






12 


EIETHQM AGNET1SMQ 


El .3, Os três vértices de um triângulo localizam -se em ,4(6, 0,2), /i( -2, 3, -4) c 
£.'(- 3, I. 5), Encontre: (íí) R. wí ;(Í?) R.^;(r) o ângulo fl MÍ no vértice . 1:{r/) a projeção 
(vetorial) cie R Jhi! em R 4t -, 

Resp. X« t + 4a 6 h.; • 9a r + 2a. + 3».;53,6"; -5.94» a . - 1319a,, +■ l,979a_ 


1-7 O PRODUTO VETORIAL 


Dados dois vetores A e B, podemos agora definir o produto vetorial de A e li. que 
é escrito tom uni sinal "de cru/' entre OS dois vetores,coinO A X .11, e é lido cOmO “A vcc 
R". Ü resultado do produto vetorial A X B é um vetor, A intensidade de A X B é igual 
ao produto das intensidades dc A, de B c do seno do menor ângulo entre A e 11, A 
direção de A X R é perpendicular ao plano que contém A e R,e o sentido é aquele rela¬ 
tivo ao avanço de um parafuso dcxtrogiro que é girado dc A para B.Tais direção e sen¬ 
tido são ilustrados na Figura 1,5. Deve-se lembrar que ambos os vetores podem ser movi¬ 
dos à vontade, mantendo sua direção e sentido constantes, até que ambos tenham uma 
“origem comum". Tal procedimento determina o plano que os contém. Entretanto, na 
maioria das nossas aplicações, deveremos lidar com vetores que são definidos no mesmo 
ponto, 

Na forma dc equação, podemos escrever 


A X B = Uv, A |B' sen d AB 


(?) 


onde uma informação adicional, tal como a dada acima, é ainda necessária para explicar 
a direção e o sentido do vetor unitário a v . O subscrito significa "normal". 



r A X U 


Figura 1.5 A direção e o sentido de- A x B são 
na direção e nu aenáde de avanço de um paraluso 
dcxtrog;ro rotacionado ■vo santido do A para S. 
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Invertendo a ordem dos vetores À e II resulta em um vetor unitário na mesma direção 
mas em sentido oposto, e vemos assim que o produto vetorial não è comutativo, uma vez 
que li X A = -(A x II), Se a definição do produto vetorial for aplicada aos vetores 
unitários a, e a,, encontramos a. x a, = a , uma vez que cada vetor é unitário, os dois 
vetores são perpendiculares entre si e a rotação de a v em direção a ti. indica a direção pos¬ 
itiva de z pela definição de um sistema de coordenadas do tipo triedro direto. De maneira 
semelhante, a, X a = a, e a. X a, = a, f . Note a simetria alfabética, Uma vez que os trts 
vetores a r ,e a. são escritos nessa sequência (e assumindo que a, vem em seguida a a £l 
como três elefantes em um círculo, um segurando o rabo do outro, de forma que 
poderiamos também escrever a,,a ,a i ou a..a,.ai i ),eiUão os sinais Ll de cruz w e de igualdade 
podem ser colocados em qualquer um dos dois espaços vazios adjacentes, Na verdade, é 
mais fácil agora definir um sistema de coordenadas cartesianas do tipo triedro direto afir¬ 
mando que a, x a, — a, 

Um exemplo simples do uso do produto vetorial pode ser tirado da geometria ou da 
trigonometria, Para se encontrar a área de um paralelogramo, o produto do comprimen¬ 
to dc dois lados adjacentes é multiplicado pelo seno do ângulo CEitre eles. Utilizando a 
notação vetorial para os dois lados, podemos então expressar a área (escalar) como a 
intensidade dc A x li. ou | A X El . 

O produto vetorial pode sor u ti li /.Eido para sulTsliluir a regrEi d ei mão direi ia, ei quEil è 
familiar a todos os engenheiros eletricistas. Considere que estão presentes uma força em um 
condutor retilíneo de comprimento L, cm que a direção e o sentido associados a L corres¬ 
pondem Êi direção c ao sentido de uma corrente contínua fx um campo magnético uniforme 
com densidade de fluxo B. Utilizando a notação vetorial, podemos escrever o resultado de 
forma elegante como 1 = / L x li. L-ssa relação será obtida mais tarde, no £ ápímlo 9, 

O cálculo do produto vetorial com essa definição torna-se mais trabalhoso que o 
cálculo tio produto escalar pela suei definição, não somente porque temos de encontrar 
o ângulo entre os vetores, mas também porque lemos de encontrar uma expressão para 
o vetor unitário a v lis.se ira ha lho pode ser evitado, utilizando componentes cartesianas 
para os dois vetores A e B e expandindo o produto vetorial como unia soma dc nove pro¬ 
dutos vetoriais mais simples, cada um envolvendo dois vetores unitários, 

A x B - A-.ií.a, X a T + A a, x a, + zl.JS.a, X a 

+ X a, + A.íi.a, X a, + A./í-ii, X u 

+ /Lfí T u : x si, + A Z B, a- x a, + A z B z ii z x a. 

lá descobrimos que a, x a, — a.,a,, x a. = a v e a. x a, = a,. Os três termos restantes 

são todos zero, um ei vez que o produto vetorial dc qualquer vetor por ele mesmo c zero, 
pois o ângulo envolvido será nulo, Esses resultados podem ser combinados de forma que 
resulte em 

A x = (A t B. - Al J,)a, + (A t B x - A 3 B t ) a, + - A Ií Ja, (g) 

ou escritos como um determinante, em unia forma que pode ser mais iadImente 
lembrada. 
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Assim, sc À = 2a, - 3a, + a, e B = -4a l - 2a,, + 5a z , temos 


A x n = 


a t a, 

2 -3 

-4 —2 


si. 

i. 

I 

5 


= [(—3)(5) - (1(-2)K - [(2)(5) - (l)(~4)]a > 4- í(2}(-2) - (-3){-4)]a = 
= - 13a T - [4a |f - |ba. 


El .4* Os três vértices de um triângulo localiza ni-se em A(6, -1, 2), B{—2 ,3, -4) e 
C{ 3, 1,5). Encontre: (a) R Afl X R^; (b) u área do triângulo; (c) uni vetor unitário 
perpendicular ao plano ao qual o triângulo pertence* 

R* 5 p* 24a, 4- 78a, + 20a42,0; 0,286a, 4 0,928a 4- 0,238a, 


1.B OUTROS SISTEMAS DE COORDENADAS: 
COORDENADAS CILÍNDRICAS CIRCULARES 

O sistema de coordenadas cartesianas é geralmente aquele que os estudantes pre¬ 
ferem utilizar em todos os problemas, Isso frequentemente resulta em mais trabalho 
para o estudante,porque muitos problemas possuem um tipo de simetria que pede por 
um tratamento mais adequado. L mais íáciJ fazer agora, de uma vez por iodas, o 
esforço necessário para se familiarizar com coordenadas cilíndricas c esféricas, em vez 
de aplicar futuram ente um esforço igual ou superior em todos os problemas que 
envolvem simetria esférica ou cilíndrica. Tendo em mente essa economia de tempo 
futuro, devemos dar uma olhada cuidadosa e sem pressa no tema coordenadas cilín¬ 
dricas a esféricas, 

O sistema de coordenadas cilíndricas circulares c a versão tridimensional das 
coordenadas polares da geometria analiLica. Nas coordenadas polares bidimensionais, 
um ponto era Localizado cm um plano pela sua distância p cm relação à origem e o 
ângulo é entre a reta que liga o ponto k origem e uma reta radial arbitrária, tomada 
como <fr = 0/ l m sistema de coordenadas tridimensionais, as coordenadas cilíndricas 
circulares, é obtido pela especificação adicional da distância z do ponto em relação a 
um plano de referência z = 0. o qual é perpendicular â reta p = I). Por simplicidade, 
normalmenle n0$ referimos à.s coordenadas cilíndricas circulares apenas como coor¬ 
denadas cilíndricas. Isso não causará nenhuma confusão na leitura deste livro, mas 
deve-se ressaltar que também existem outros sistemas como coordenadas cilíndricas 
elípticas, coordenadas cilíndricas hiperbólicas, coordenadas cilíndricas parabólicas, 
entre outras. 


" As duas variáveis das coordenadas polares sito usualmente denominadas r e 0. Com três coordenadas entretanto, 
v juiiis comum usar p para a variável associada ao raio das coordenadas dliiidj iras u r paia ;i variável relaciucuidu 
ao iaiu (c|Uc é diferente da aolerior} daí coordenadas esféricas. Além disso, a variável associada ao âneulo das 
coordenadas citíftdnraü é usuLilmcntu cha muda de porque lodos USarn i.s pjrii um olltro ângulo emooOrdenadâS 
cslu ricas. í J ãn^uiíi r f> é comum para :u¥iIkih :o; c^jorde nadas cilíndricas e esl c ikas. p. possível pcrcetier isso? 
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Não mais consideramos três eixos como nas coordenadas cartesianas, mas deve¬ 
mos, tn vez disso, considerar qualquer ponto como a interseção de Ires superfícies 
mutua mente perpendiculares. Essas superfícies são um cilindro circular (p = con¬ 
stante), um plano (<h = constante) e outro plano (z — constante). Isso corresponde à 
localização de um ponto em um sistema de coordenadas cartesianas pela interseção de 
três planos (jc — constante, y = constante e z = constante). As três superfícies das coor¬ 
denadas cilíndricas circulares são mostradas na Figura Lòtr. Note que superfícies como 
essas podem passar por qualquer ponto, a não ser que este esteja sohre o eixo £,caso 
no tpial um único plano é suficiente. 

Trts vetores unitários devem também ser definidos, mas já não temos que dire¬ 
cioná-los ao longo dos "eixos coordenados", pois esses eixos existem apenas nas coor¬ 
denadas cartesianas. Em vez disso, devemos adotar uma visão mais ampla dos vetores 
unitários das coordenadas cartesianas e perceber que eles apontam, na verdade, no 
sentido crescente dos valores das coordenadas e são perpendiculares ã superfície na 
qual o valor da coordenada em questão é constante (i,e.,o vetor unitário a, é normal 
ao plano .k = constante e aponta no sentido dos valores crescentes de jr). De maneira 
correspondente, podemos agora definir os três vetores unitários em coordenadas cilín¬ 
dricas a d a^ c a.. 





ttf) 




i ik 


da 

r dz 
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iglira 1.6 (a) Ag tés superfícies rnutuamonle perpendiculares do s stema do coordenadas 

cilíndricas circulares (£>) Os tr£s vetores unitários da íiisiema da coordenadas cilíndricas 
circu a r es. (r) 0 elemento de volume diferencial no sistema de coorcenaGas 
cilíndricas cirtulànes- dp, j>dtb e <te mo todos elementos de comprimento 
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O vetor unitário a^em um ponto P[p^ éj, z t ) aponta radialmente para fora, e é nor¬ 
mal à superfície cilíndrica p = p v Ele pertence aos planos ê = é, e z = ; L . O vetor 
unitário y.,, t normal ao plano tf> ~ <$ v . aponta nO sentido erc.seenle de pertence ao 
plano z — z x e é tangente à superfície cilíndrica p = p v O vetor unitário a. c o mesmo 
que o vetor unitário a. do sistema de coordenadas cartesianas. À Figura ].bh mostra os 
três vetores em coordenadas cilíndricas. 

Em coordenadas cartesianas, os vetores unitários não são funções das coorde¬ 
nadas. Dois dos vetores unitãtios em coordenadas cilíndricas, a ca„ entretanto, va- 
riítm com a coordenada é, uma vez que suas direções variam. Em operações de inte¬ 
gração ou diferenciação cm relação a é, então, h n e a.., não devem ser tratadas como 
constantes. 

Os vetores unitários são nova mente perpendiculares ente si, pois cada um é normal 
a uma das três superfícies mutua mente perpendiculares, e podemos definir um sistema 
de coordenadas cilíndricas do tipo triedro direto como aquele no qual a. X u, % = a„,ou 
(pára aqueles que possuem dedos flexíveis) como aquele cm que os dedos polegar, indi¬ 
cador e médio apontam respectiva mente nas direções crescentes de p, é c z< 

Um ele mento de vo fu me diferencial cm coordenadas cilíndricas pode ser oh li do 
aumentando-se p.r b e z de incrementos diferenciais dp, difr e dz. Os dois cilindros de raios 
p e p +- dp, os dois planos radiais nos ângulos e 4> + dd> c os dois planos “horizontais" 
nas ''elevações 11 z e z + dz agora timilam um volume pequeno, conforme mostra a Figura 
l,6e, que tem o formato de uma cunha truncada, À medida que o elemento de volume 
torna-se muito pequeno, seu formato se aproxima ao de um paralelepípedo retângulo 
com lados de comprimento dp, pdft e dz. Note que dp e dz possuem dimensão de com¬ 
primento, mas í/çí>h não pd$ é que representa o comprimento. As superfícies possuem 
áreas dc p dp d$, dp dz e p d& dz, e o volume se torna p dp d$ dz . 

As variáveis dos sistemas de coordenadas cartesianas e cilíndricas podem ser facil¬ 
mente re Lactou» das umas às outras. Com referência à Figura l .7,podemos ver que 

x = p cos tf* 

y = p sen tí» (10) 

z = z 

Por outro ponto de vista, podemos expressar as variáveis cilíndricas em termos de x, v e z: 

p = V;r -i- y* {p ^ 0) 

( 11 ) 

z - z 

Devemos considerar a variável pcoino positiva ou zero. usando, para isso, apenas o 
sinal positivo para a radiciação em (11). O valor correto do ângulo p é determinado 
observando os sinais de x e y. Desse modo,se x = - -3 e y - 4, descobrimos que o ponto 
sc situa no segundo quadrante, dc forma que p = .1 e tf> = 126,9 a . Para .r = 3 e 
y — 4. temos $ = —53,1* ou 306,9 a , o que for mais conveniente- 
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p sen $ 
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x 

Figura 1,7 A re ! ação entre as variáveis 
cartesianas x, y t?. ^ variáveis csss 
coordenadas cilíndricas p. fb, z Não ha 
mudança na yariàvôl 2 antre os dois 
sislemas. 


Usando (10) ou (l I ), funções estalares dadas em um sis lema de toorde nadas podem 
ser facilmente transformadas para o outro sistema. 

Uma função vetorial em um sistema de too rd criadas, entretanto, requer dois passos 
para que seja transformada para outro .sistema de eoov denudas, pois um conjunto dife¬ 
rente de componentes vetoriais ú norma Lm enie necessário. Isto é, pode ser apresentado 
um vetor em coordenadas cartesianas 

A — À s a T + A, ia, + A.a. 

no qual ta da componente é dada tomo uma função dc x,y e z, e precisamos de um vetor 
em coordenadas cilíndricas 

A = Afa + A + A. a. 

no qual cada coordenada é dada como uma função de p, é e z. 

Para encontrar qualquer componente vetorial desejada, relembramos a discussão 
sobre o produto escalar cm que a componente em uma direção desejada pode ser obti¬ 
da tomando-se u produto escalar entre o vetor e o vetor unitário na direção desejada. 
Logo, 

A fi = A - a, ü = A * 

Expandindo estes produtos escolares, temos 

A p = (A, a , -F A, a, + /l_.a.) ‘ a_ y = ■ a p + A y a, - a p (3 2) 

Aj = [A, a, + A., a, - A. a.) * a^ * A i a. ■ a 4 + Á K a v * a rí , (13) 

c 

A. — (/i r a x + A + /!.»,) j a. = /La, ■ a. — A _ (14) 

uma vcü que a. a.eo. ■ a^ são zero. 
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Tabela 1,1 Produtos escalares de vetores unitários nos sistemas de coordenadas 
cartesianas e cilíndricas. 





ã. 

fl x L 

COS Ó 

- sen é 

0 

a - 

sen th 

coa 4> 

0 

a f - 

0 

ft 

E 


íom o objetivo de completar a (rans formação dEis coniptmentes, e necessário con¬ 
hecer os produtos escalares a, + a : . a, j a^ e a. - a ifi , Aplicando a definição do pro¬ 

duto cacei lar, uma ve/ que estamos interessados cm vetores unitários, percebem os que o 
resultado é simplesmente o cosseno do ângulo entre os dois vetores unitários em questão. 
Referindo-se à Figura 1.7, e com um esforço de raciocínio, identificamos o ângulo entre 
a. e acomo é.cQin isso, a, - a., = cos d 1 , mas o ângulo entre a, e a (j í 90° — <£, c a t ■ a = 
cr!S(9tr — <#) ~ Seu 4>- Esses produtos eseutares restantes entre os vetores unitários suo 
encontrados de maneira semelhante, e os resultados estão tabulados em função de 4> na 
Tabela 1,1. 

A transformação de vetores de coordenadas em cartesianas cilíndricas e vice-versa 
é, portanto, alcançada utilizando (10) ou (11), para mudar as variáveis, e utilizando os 
produtos escalares entre vetores unitários dados na Tabela I.L para mudar as compo¬ 
nentes. Esses dois passos devem ser executados cm qualquer ordem. 


EXEMPLO 1*3 


Transforme o vetor B = ya v — xa, + sa. em coordenadas cilíndricas. 
Soiuçâo. As novas componentes são 

B P = B ' a, - v(a, ■ a j - x{a y ■ a ,) 

= y eos (f> — jt sen d> = p sen ò cos ò — p cos ò sen 4> = 0 
= B ■ % = v(u x ■ a 4 ) - ■ sij 

= — y sen tf) — x cos íf> ~ ~P scn-tf> — pcos' = —p 

Com isso. 


R = -fã# + zi z 


El.5. (ff) Forneça eis coordenadas cartesianas do ponto C.’(p = 4,4, é = - 11> n . z = 2), 
th) Forneça a.s coordenadas cilíndricas do ponto D(x = 3J, y ~ 2,6, z = 3), (c) 

Especifique a distância entre C e D, 

flesp. C(x = -1360,y = -3,99, z = 2); D(p = 4,05,^ = 140,0°, z = -3); 8,36 
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El ,6. Transforme em coordenadas cilíndricas: (í?) F 10a, 8a, - l 6a. no ponto 

F{10, — S,6); (fc) (í = (2jc + via, — (_y - 4a }a, no ponto Q{p , é- z). (c) Forneça as com¬ 
ponentes cartesianas do vetor H = 2(.ha p 10a # h 3a 5 em P(jc = 5, v = 2, r ~ 1 >, 

Resp. 12.81 a + 6 a.; {2/j cos 2 è - />sen ; é + 5p sen é cos ^)a, + (4p cos 1 è — p sen' 
é - sen é cos é )a ò ; //, =223, H y = - 1,857, // =3 


1.9 O SISTEMA DE COORDENADAS ESFÉRICAS 

Não existe um sistema de coordenadas bidimensional para nos auxiliar no entendi¬ 
mento do sistema de coordenadas esféricas tridimensional, conforme ocorre para o sis¬ 
tema de coordenadas cilíndricas circulares, Em certos aspectos, podemos recorrer ao 
nosso conhecimento do sistema de latitude e longitude de localização na superfície da 
Terra, mas nesse caso, usualmercle, consideramos apenas pontos na superfície e não aque¬ 
les abaixo ou acima do solo. 

Vamos começar construindo um sistema de coordenadas esféricas nos ires eixos 
cartesianos (Figura l.Hu). Primeiro definimos a distância da origem até um ponto qual¬ 
quer como r, A superfície r — constante é uma esfera, 

A segunda coordenada é um ângulo 0 entre o eixo ;ea linha traçada da origem até 
o ponto em questão. À superfície 0 — constante é um cone, e as duas superfícies, cone e 
esfera, sâo perpendiculares entre si em qualquer ponto de sua interseção, que ú um cír¬ 
culo de raio r sen 6. A coordenada 0 corresponde à latitude, excelo pelo falo dc a latitude 
í>ct medida a partir da linha do Equador c User medido a partir do Pólo Norte, 

A terceira coordenada é também um angulo, e é exatamente a mesma do ângulo 
ò das coordenadas cilíndricas. É o ângulo entre o eixo x e a projeção, no plano z = 0, da 
reta ttaçada da origem até o ponto. (Corresponde ao ângulo da longitude, mas o ângulo é 
aumenta em direção ao “leste”, A superfície é - constante é um plano que passa pela 
reta 0 = 0 (ou eixo z). 

Devemos novLimenle considerar qualquer ponto como sendo a interseção entre 
três superfícies mutuamente perpendiculares - uma esfera, um cone e um plano - 
cada uma orientada exatamente da maneira descrita. As três superfícies são mostradas 
na Figura 1.86. 

Três vetores unitários podem novamente ser definidos cm qualquer ponto. Cada 
vetor unitário é perpendicular a uma das três superfícies mutuamente perpendiculares 
c é orientado no sentido crescente da coordenada. O veior unitário a, direciona-se 
radial mente no sentido “para fora", é normal ã esfera r = constante e pertence ao cone 
0 = constante c ao plano é = constante. O vetor unitário é normal â superfície côni¬ 
ca, pertence ao plano e é tangente á esfera. Dircciona-sc ao longo da linha de “longi¬ 
tude” apontando no sentido “sul". O terceiro vetor unitário ú o mesmo das coorde¬ 
nadas cilíndricas, sendo normal ao plano e tangente tanto ao cone quanto à esfera. É 
direcionado no sentido "leste’". 

Os três vetores unitários são mostrados na Figura 1,8c, Eles são, é claro, perpendi¬ 
culares entre si, e um sistema de coordenadas do tipo triedro direto pode ser definido 
fazendo-sc a r X a,, = Nosso sistema é realmente do tipo iricdro direto, como uma 
inspeção na Figura 1.& pode mostrar, quando da aplicação da definição do produto veto¬ 
rial. A regra de mão direita serve para identificar os dedos polegar, indicador e médio 
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Figura 1.8 (a) As três coordenadas esféricas [Aj As três superfícies 

muiuamenEe perpendiculares, do siaiema de coordenadas esféricas. 

(c) Os três vetores unitários das coordenadas eféneas. a r * a^ = a iV 

(d) 0 elememo de volume diferencial no eislema de coordenadas esféricas. 


como correspondentes às direções e aos sentidos crescentes de r, 9 e respeclivamente, 
(Note t|ue u identificação em coordenadas cilíndricas foi p, tf> e z e em coordenadas carte¬ 
sianas foi .t,v e s.) Um elemento de volume diferencial pode ser construído em coorde¬ 
nadas esféricas incrementando r, $ e <p de dr, dfí c d<p, conforme mostra a Figura \.tid. A 
distância entre as duas superfícies esféricas de raio r e r + dr é dr, ti distância entre os 
dois cones cujos ângulos geradores são 8 e d -s- d() c r d8 c a distância entre os dois planos 
radiais nos ângulos cA c <p + d rA pode ser encontrada como r sen 0 d@, após alguns momen¬ 
tos de raciocínio trigonométrico. As superfícies possuem arcas dc r dr dth r sen 8 dr d<p c 
r- sen 0 d8 d4>, e o volume é r 2 sen 8 dr d8 díp. 
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A transformação dc escalares do sistema de coordenadas cartesianas para esféricas 
ú facilmente realizada, utilizando a Figura l.&ri para relacionar os dois conjuntos de var¬ 
iáveis: 


.v — rsen 0 cos </> 

y — r sen 8 sen (15) 

z — r cos 6 


A transformação na direção inversa é obtida com o auxilio de 


= Vj 


i 2 + / + -■ 


8 = COS 


vV 


+ yr + z 


(r - 0 ) 

(o° ^ 8 ^ im°) 


é = ig 1 


(16) 


A variável r para o raio é sempre não-negativa, c fí é restrito ã faixa de variação de 0° c 
líiO 0 , incEnsive. Os ângulos sào colocados nos quadrantes apropriados, observando os 
sinais de x t y c z, 

A (rnnsfor mação dc vetores requer a determinação doS produtos dos vetores 
unitários em coordenadas cartesianas e esféricas, Podemos calcular esses produtos com o 
auxilio da Figura 1.8 < e um pouco de trigonometria. Uma vez que o produto escalar de 
qualquer vetor unitário esférico com qualquer vetor unitário cartesiano £ a componente 
do vetor esférico na direção do vetor cartesiano, os produtos vetoriais com a. são calcu¬ 
lados como 


a. 1 ty = cos 0 
a_ - a w = —sen 8 



Os produtos escalares envolvendo n, e a, requerem primeiro a projeção do vetor 
unitário esférico no plano x y e depois a projeção no eixo desejado. Por exemplo, a, - a t . 
é obtido pela projeção de a,, no plano jr y, resultando em sen (K e então projetando sen 8 
no eixO -V, o que leva n sen fí cos 4>- Os ouiros produtos escalares são encontrados dc 
maneira similar;e todos são mostrados na Tabela 1,2. 

TabeEa 1.2 Ptodutos escalaras da vetores unitários nos sistemas do coordenadas 


cadeslanas e esléricas 



*r 

“.1 



sen 8 cos 4 > 

cos tf cos é 

sen 

a y ' 

sen 0 sen ò 

cos y sen 

COS tf 1 

a. ■ 

cos 8 

sen tf 

0 
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EXEMPLO -1.4 


Ilustramos esse procedimento de transformarão convertendo o campo vetorial fí = 
(.v7/v)a Y em variáveis e componentes esféricas. 

Solução Encontramos as tres componentes esféricas calculando o produto escalar 
eiure G e os vetores unitários apropriados e mudamos as variáveis durante este proce¬ 
di mento: 


XZ 

G t - G ■ a, = — a* - a r = — sen 6 cos 4 } 


= r sen ti cos ti 


cos 2 é 
sen ó 


_ xz xz 

Gt, = G ■ -À', = a ç - = cos lí cos ò 

COS" (f> 

= r cos - & - 

sen ó 


G* = 


G - - — a r - a* - — {-sen é) 


= — r cos cos $ 


Reuni [ido esses resultados, temos 

G = r cos 0 cos ò (sen & cot 4? a r ■+■ cos & cot ò a s - a. t ) 

O Apêndice A descreve o sistema genérico de coordenadas curvilíneos. no tjual os 
sistemas de coordenadas cartesiana, cilíndrica circular e esférica são casos especiais. 
Agora seria um bom momento para uma leitura da primeira seção desse apêndice. 


£1.7. Dados dois pontos, C(—3,2, !) c D(r = 5,0 = 21Y\4 i = — 70°) s encontre: (d) as 
coordenadas esféricas de f ‘ (fr) as coordenadas cartesianas üe />; (c) ei distância entre 
t e D, 

Resp. C(r = 3,74, Ú = 74,5°. 4> = 1463°); .D(j = 0,585. v = -1.607, z = 4.70):6.20 


El. 8. Transforme os seguintes vetores em coordenadas esféricas nos pontos d ei d os: 
(a) 10a, em P(x -■ 3. y = 2, z = 4);{b) I0a. em Q(p = 5,4> - 30°, z = 4);(c) lUa. em 

M{r = 4 J) = HO**, é - 120°). 

Resp. --,5.57a r - fcJHíij, - 5,55a*; 3,90a, + 3J2a v + 8,66u^; -3,42*1, - 9,40a,, 
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PROBLEMAS DO CAPÍTULO 1 

Lt Dados os vetores. M — -lOa^ + 4a, - 8a. e N = Ha, + 7a, — 2a., encontre: (cr) um 
vetor unitário na direção de -M + ZN; (í?) a intensidade de 5a r + ISf — 3M; (c) M| 
|2N| (M +■ N). 

L2 Os três vértices de um triângulo estão localizados cm A{ L 2, 5), B{ 4, 2, -3) 
e C( 1, 3. —2). fa) Encontre o valor do perímetro do triângulo, (b) Encontre um 
vetor unitário direcionado do ponto médio do lado A13 ate o ponto médio do lado 
BC, (c) Mostre que esse vetor unitário multiplicado por um escalar c igual ao vetor 
de A para t\e que o vetor unitário é, portanto, paralelo a AC. 

1.3 O vetor direcionado da origem ate o ponto A é dado como (6, -2, -4). e o vetor 

unitário posicionado na origem eom direção ao ponto B é (2, “2, t)/3- Se os pon¬ 

tos A e B estão afastados de LO unidades, encontre as coordenadas do ponto B. 

1.4 Um círculo centrado na origem e com ralo de 2 unidades pertence ao plano .ry. 
Determine o vetor unitário em componentes cartesianas que pertenee ao plano w, 
é tangente ao círculo em ( V3. 1 7 0) e está na direção e no sentido dos valores cres¬ 
centes de y\ 

1.5 Um campo vetorial v. especificado como U = 24xyA JC + 12(j j 4- 2)a, 4- I8z-a_, 
Dados dois pontos P{1, 2 t — 1) c Q{— 2,1, 3), encontre: (d) (í em P; (b) um vetor 
unitário, em Q, direcionado no sentido de Ç;(c) um vetor unitário direcionado no 
sentido de Q para P\{d) a equação da superfície na qual (í| = 60, 

1.6 Se a c um, vetor unitário em uma dada direção, B é uma constante escalar e r = .ta, 

+ ya, + za,, descreva u superfície r a = B. Qual é a relação entre o vetor unitário 

si e o escalar B para essa superfície? (DICA: Considere primeiro um exemplo sim¬ 
ples com a = a. e B = I e. então, considere quaisquer u c íl.j 

1.7 Dado o campo vetorial E — 4zy 2 eos 2.ra, + 2 zy sen 2.va, + >’- sen Ira^ para a 
região *|,Jy| e \z\ menores que 2, encontre: (u) as superfícies nas quais E, = 

a região na qual E. - (c) a região na qual E - 0. 

1.8 De m on s tre a a m h igui d ade q uc surge q iian do o prod uto v e tori al é uti liz ado p ara se 
calcular o angulo entre dois vetores, tentando encontrar o ângulo entre 
A = 3a, - 2a, + 4a. e II = 2a t + a, - 2a.. Essa ambigílidade também surge quan¬ 
do o produto escalar é utilizado? 
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L9 Dado um campa C. — [25/ [x : + rjjúiq. + ya r ), encontre; (a) um vetor unitsírio na 
direção de (i nu ponto P( 3,4, -2); (b) o ângulo entre Gu, em P\ (c) o valor da 
integral dtipla nu plano y - 7. 

LIII Expressando diagonais como vetores e utilizando 31 definição de produto escahtr* 
encontre o menor ângulo entre quaisquer duas diagonais de um cubo, no qual cada 
diagonal conecta vértices diametral mente opostos c passa pelo centro do cubo. 

1*11 Dados os pontos M(0,L, —0*2, —0,1), A({—0,2* 0,1* 0,3) e P( 0*4,0*0,1), encontre: (a) 
o vetor k wv ; (b) 0 produto escalar k TfV - K Wf ; (e) 0 . projeção escalar de k wv em 
k tff ; [d) 0 ângulo entre R w v e R vpt 

1*12 Mostre que os campos vetoriais X = p cos t/ía,, - 1 - p sen + pa. e B = p cos 
+ p sen éa ò - pa. são perpendiculares entre si em qualquer ponto do espaço. 

1.13 (cr) Encontre a componente vetorial dc F = I0a h 6a, + 5a. que é paralela 31 
(! = OJa, 4- 0,2a, + 0.3a.. (fr) Encontre a componente vetorial de F que é per¬ 
pendicular a G. (c) Encontre a componente vetorial de G que e perpendicular a F. 

LI 4 Mostre que os campos vetoriais X = u,.{sen 26} / r 1 + 2a 0 (sen 6)! r 1 c ti - r cos tfii, 
- 1 - ra fl são paralelos um em relação ao outro em todos os pontos do espaço, 

1.15 Trés vetores que parlem da origem são dados comor = (7,3, —2), r- = (-2,7, — 3) 
e r H — (0, 2, 3). Encontre; (n) o vetor unitário que ê perpendicular 33 ambos os 
vetores r, e r 2 ; (b) o vetor unitário perpendicular aos vetores r, — r, e r : - ry, (c) a 
área do triângulo definido por r, e r,; (d) a área do triângulo definido pelas pontas 
dos vetores r |T r 2 e r.. 

L16 O campo vetorial E - (5/p)a jlS onde B é constante, deve ser transladado de forma 
que se origine na reta.r = 2,_y = 0, Escreva a forma transladada de E em compo¬ 
nentes cartesianas. 

LI7 O ponto A{ — 4, 2, 5) e os dois vetores - (20,18, -10) e = (-10,8, 15) 
definem uni triângulo. { a) Encontre um vetor unitário perpendicular ao triângulo. 
(b) Encontre um vetor unitário no plano do triângulo e perpendicular a R. 1A „ (c) 
Encontre um vetor unitário no plano do triângulo que divide o ângulo interior de 
A em duas parles iguais, 

LI8 Transforme o campo vetorial H = (Afp)n ;í , onde A ú uma constante, de coorde¬ 
nadas cilíndricas para coordenadas esféricas. 

LI9 (tf) Expresse o campo D = (.*' + y 1 ) 1 (.va, +■ ya.) em componentes e variáveis 
cilíndricas; ip) Calcule D no ponto onde p = 2 > <j> = 02tt e z - 5, expressando 0 
resultado em componentes cilíndricas e cartesianas, 

L2II Um cilindro dc raio tr, centrado no eivo z,gira em torno do eixo z numa veloci¬ 
dade angular íi rad/s, A direção de rotação ê anti-horária quando se olha na 
direção positiva dc (a) Utilizando componentes cilíndricas, escreva uma 
expressão para 0 campo de velocidade v, que fornece u velocidade tangencial cm 
qu;3|quer ponto dentro do cilindro; (fr) converta o resultado encontrado na p< 3 rie a 
cm componentes esféricas; (c) converta em componentes cartesianas. 
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L21 Expresse em componentes cilíndricas: (a) o vetor de £'{3. 2, —7) a D{ l. 4. 2); 
(6) uni vetor unitário em D direcionado no sentido de C: (c) um vetor unitário cm 
D direcionado no sentido da origem. 

L22 Uma esfera de raio a* centrada na origem, gira em torno do ciso z numa veloci¬ 
dade angular íi rad/s. A direção de rolarão é horária quando se olha na direção 
positiva do eixo z. («) Utilizando componentes esféricas, escreva uma expressão 
para o campo de velocidade v, que fornece a velocidade tangencial em qualquer 
ponto dentro da esfera: ( b ) converta em componentes cartesianas. 

1*23 As superfícies p = 3, p - 5 = l(Xf\ $ - 130*, z = 3 e z — 4,3 definem uma super¬ 

fície fechada, {a) Calcule o volume dentro dessa superfície fechada; (/í) calcule a 
área lotai da superfície fechada; (c) calcule o comprimento total das 12 arestas da 
superfície; í//) calcule o comprimento da linha reut mais longa que se encontra 
to tal mente dentro do volume. 

1.24 Expresse o campo E — Aajr 1 cm (d) componentes cartesianas; (í?) componentes 
cilíndricas, 

1.25 Dado o ponto P(r — 0,8 ,0 = 30”, é - 45*) e E — l/r 2 (cos </ja r + sen $ / sen 0 a^); 
(ü) encontre E em P; (b) encontre E| em P: (c) encontre um vetor unitário na 
direção de E em P. 

L2(i Expresse o campo vetorial uniforme F = 3a, em (n) componentes cilíndricas; (í?) 
com poucn tes esfe rieas, 

1.27 A$ superfícies t = 2 e 4, 0 = 30* c 50° c <f> — HP e fiO* identificam uma superfície 
fechada. (í?) Calcule o volume dentro dessa superfície fechada; (/>) calcule a área 
Lola! da superfície fechada; (c) calcule o comprimento total das !2 arestas da 
superfície; (d 1 ) calcule o comprimento da linha reta mais longa que se encontra 
totalmente dentro da superfície fechada, 

1.28 Expresse o campo vetorial G = 8 sen <f> a r/ em (cr) componentes cartesianas; ( h ) 
componentes cilíndricas. 

1.29 Expresse o vetor unitário a^ em componentes esféricas no ponto (u) r — 2,6 — 1 
rad, (f> = 0,8 rad; (b) .c = 3, y — 2, z ~ — 1; (c ) p = 2,5, 4> = 0,7 rad, z = 1,5, 

l + 3íl No ponto 5(5, 120”,75”) uirn campo vetorial tem o valor A = - 12a. - 5a,, + E5a (Vl . 
Calcule a componente vetorial de A que é: (u) normal à superfície r — 5; (/>) tan¬ 
gente à superfície r = 5; (r) langentc ao cone 0 = 120°, (d) (’alcute um vetor 
unitário que seja perpendicular a A e tangente ao cone tí - 12íl” 



CA PITULO 



Lei de Coulomb e Intensidade 
de Campo Elétrico 

A gora que formulamos ama nova linguagem no primeiro capítulo, vamos estabe¬ 
lecer alguns princípios básicos de eletricidade e ler Lar descrevê-los. Se tivésse¬ 
mos utilizado cálculo vetorial por vários anos c tivéssemos algumas idéias con¬ 
cretas sobre eletricidade e magnetismo, poderíamos dar uni salto agora com os dois pés 
e apresentar numerosas equações, incluindo as equações de Maxwell e algumas outras 
equações auxiliares,e avançar mais ainda descrevendo-as fisicamente por meio de nosso 
conhecimento em análise vetorial. Este é talvez o caminho ideai, começando pelos resul¬ 
tados mais gerais C, então, mostrando que as leis de Ohm. Gausx. Coulomb, Faraday, 
Ampere-, Biot-Savart, Kirelihoff e algumas outras menos familiares são todas casos espe¬ 
ciais dessas equações. Filosoficamente nos Ira/, satisfação ler os resultados unais gerais c 
sentir que podemos obter os resultados para qualquer caso especial segundo a nossa 
vontade. Contudo, lai salto levaria a muitos pedidos frenéticos por “socorro” e poucos 
alunos aprovados. 

Em ve/ disso, vamos apresentar, em intervalos apropriados, as leis experimentais 
mencionadas acima, expressando cada uma cm notação vetorial. E usaremos essas leis 
para resolver uma série de problemas simples. Dessa maneira, nossa familiaridade lunto 
com análise vetorial como com campos elétricos e magnéticos crescer ei gradual mente e. 
quando por fim tivermos alcançado nosso conjunto dc equações gerais, pouca explica¬ 
ção adicional será necessária. Todo o campo de teoria eletromagnética estará aberto 
então para nós. è poderemos utilizar as equações de Maxwell para descrever a propaga¬ 
ção de ondas, radiação de antenas, efeito pelicular, guias de ondas c linhas de transmis¬ 
são, Hbras ópticas, e até obter uma nova visão sobre o t ransformador de potência usual 
Neste capítulo deveremos restringir nossa atenção a campos elétricos estáticos no 
váeitü ou no espaço livre. Para efeitos práticos, nossos resultados serão aplicáveis para o 
Ur e OulrOs gases. Outros materiais serão introduzidos nó Capítulo fr c campos variáveis 
no tempo serão introduzidos no Capítulo 10, 

Devemos começar descrevendo um experimento quantitativo realizado no Século 
XVI Ui 
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2,t A LEI EXPERIMENTAL DE COULOMB 

Documentos de pelo menos 600 a„C, mostram evidências do conhecimento de ele¬ 
tricidade estática. Os gregos foram os responsáveis pelo termo eletricidade, que deriva de 
sua palavra para âmbar, e eles passaram muitas horas de lazer esfregando um pequeno 
pedaço de âmbar nas sitas roupas e observando como ele atraía pedaços de penugem e 
si mi tares. Entretanto, seus principais interesses repousavam em filosofia e lógica, c não 
em ciência experimental, e isso Ocorreu muitos séculos antes que o efeito de atração 
tivesse sido considerado alguma coisa diferente de mágica ou "força vital". 

E}]\ f iilbert, físico de Sua Majestade a Rainha da Inglaterra, foi o primeiro a lazer 
algum trabalho real mente experimental abordando esse efeito. Em 1600, estabeleceu 
que o vi d ro + enxofre, âmbar c outros materiais que ele listou '‘não apenas atraíam para 
si próprios a palha,mas também todos os metais, madeira, folhas, pedra, terra e até água 
e óíeo'\ 

Pouco tempo depois, um oficial da Engenharia do Exército Francês, coronel ( harles 
(_’oii]omh, executou uma série elaborada de experimentos utilizando uma balança de tor¬ 
ção sensível,inventada por ele mesmo, para determinar quantitativamente a força exer¬ 
cida entre dois objetos, cada um com uma carga estática dc eletricidade, Seu resultado 
publicado è agora conhecido por muitos estudantes sccundarisias c guarda uma grande 
similaridade com a lei gru vil acionai de Newton (descoberta cereft de 1Ü0 anos antes). 
Coulomb estabeleceu que a força entre dois objetos muito pequenos, separados pelo 
vácuo Ou espaço livre por unia distância grande se comparada com seus tamanhos, é pro¬ 
porcional a carga de cada um deles e inversamente proporcional ao quadrado da distân¬ 
cia entre eles. on 



onde Cri e ü 2 são as quantidades positivas ou negativas de carga. R é a separação e á f í 
uma constante de proporcionalidade, Se o Sistema Internacional de Unidades 1 (SI) for 
utilizado, Q é medido cm coulombs (C), R é medido cm metros (m) e a força deve ser 
cm newtons (N). Isso será obtido se a constante de proporcionalidade k for escrita como 



4tt* 


O fator 4 tt aparecerá no denominador da lei de Coulomb, mas não aparecerá em 
outras cquaçbcs mais úteis (incluindo as equações de Maxwell), as quais deveremos 
obter com o auxílio des&it lei. A nova constante £ h é chamada de permissmdade do espa¬ 
ço livre e tem o valor medido em farads por metro (Ylm): 



( 1 ) 


1 O Sbtóina Internacional de Unidades (sistema inks) é descrito no Ap&tidkc D. Abreviações para. as unida¬ 
des: não dadas n li Tabela RI. Conversões pura OUtrOs sislcmos de unidades são dadas na Tabul.u Ii.2. enquanto 
(is prefixos designando potências dc UI no SI aparecem rm labeja KA 
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i Jtíjíltii 


Figura SL1 Se Q e possuem o mesmo 
ainal o vetoi 00 força em O estará na inosma 
oireção e no mesmo sent do do vetor ft i2 . 


A grandeza é 0 não é 3 dimensional, pois a tei de Coulomb mostra que ela ttím a uni¬ 
dade CVN ■ nr. Vamos, mais tarde, definir o fíirad e mostrar que ele tem ys dimensões 
C : .''N ■ m. Antecipamos essa definição utilizando a unidade F/m na equação (1). 

A lei de Coulomb c agora 



(2) 


Nem todas as unidades do SI são familiares, mas elas são padrão em engenharia 
elétrica c em física, í) newton é uma unidade de força igual a 0,1 kg,, queda força neces¬ 
sária para dara uma massa de l quilograma (kg) uma aceleração de 1 metro por segun¬ 
do (m is 2 ). O coulomb é uma unidade de carga extremamente grande, pois a menor 
quantidade de carga conhecida é a de um elétron (negativa) ou de um próton (positi¬ 
va), dada como 1,602 X |,0 tKI C em unidades rnks. Com isso, uma carga negativa de I 
coulomb representa aproximadamente 6 X !0 SK elétrons. 2 A lei de Coulomb mostra que 
a força entre duas cargas de 1 coulomb cada. separadas por 1 melro, é 9 X HF N, ou, 
aproximada mente, \ milhão de toneladas. O elétron possui uma massa, em repouso, de 
9,109 x 10 11 kg e um raio da ordem de 3,8 x |Q !S m. Isso não significa que 0 elétron 
possui uma forma esférica, mas serve apenas para descrever o tamanho da região na 
qual um elétron que se move lentymente tem y maior probabilidade de ser encontrado. 
Todas as outras partículas carregadas conhecidas, incluindo o próton, possuem massas e 
raios maiores e ocupam um volume probabilíslico maior que o do elétron, 

Com o objetivo de escrever a forma vetorial de (2), precisamos do aspecto adicio¬ 
nal (fornecido também pelo coronel Coulomb) de que a força atua ao longo da linha que 
une as duas cargas: repulsiva se as euTgas possuírem 0 mesmo sinal e atrativa se as car¬ 
gas forem de sinais opostos. Seja o vetor r 3 que posiciona Q : e o vetor r que posiciona 
Q 2 + então, o vetor R !2 = r, — r, representa 0 segmento de reta orientado de Q i para (9 n , 
como mostra a Figura 2.1. (j vetor F, é ei força cm Q, e é indicado patEi o caso em que 
Q } e Q 2 possuem 0 mesmo sinal, A forma vetorial para a lei de Coulomb é 


: A cânjâ e a massüi dt* um eléltún. assim Cúituj outras tQnítantefi íisiciis. são apréSérttadati na Tabela C.4 do 
Apêndice C 
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QxQl 

477í|;,J?j 2 


a l2 


no qual a ,2 — um vetor unitário na direção de R , 2 , ou 


R|1 R]J *2 Ti 

!R | Z ! fí|2 Ifj — 


Q) 


(4) 


EXEMPLO 2,1 


Vamos ilustrar u uso da forma vetorial da lei de Coulomb posicionando uma carga “ 
3 x IU 4 C em M(1, 2 , 3) e uma carga fJ 2 = —10 4 C em vV(2.0, 5), no vácuo. Desejamos 
a força exercida em Q-> por Q v 

Solução. Devemos fazer uso de (3) e (4) para obter o vetor dc força. O vetor H r é 
R !2 ~ T i “ r t = (2 - l)a t + (Ü - 2)a v + (5 - 3)it. = - 2a„ -+ 2a, 

o que te va a it. ,1 = 3 u ao vetor unitário a s > — ~ (ic 2»,. + 2fl-}. Por isso. 


3 x 1Ü '*(-10 /»,■ - 2a, + 2a,\ , a - 2u,. + 2a, \ 

’• - 4,n/»> i. -xA - i -) - -*(-3-) 


N 


A intensidade da força c dc 30 N (ou aproximadamente 3 kg,) e a direção e o senti¬ 
do são especificados peto vetor unitário, que foi deixado entre parênteses de modo que 
destaque a intensidade da força. A força em Q 2 pode também sct abordada por três com¬ 
ponentes de torça: 

F 2 = -10a T + 2t)a - 20* E 

A força expressa peia lei de Coulomb é uma força mútua, pois cada uma üfis duas 
cargas experimentam uma força de mesma magnitude e direção, apesar de sentidos opos¬ 
tos, Podería mos também ter escrito, da mesma maneira. 




ÜiQ? 

r&2t 

4 «fn/ÍT; 


QaQj 

, o2 *12 

4jj f ,,/?3 2 


(5) 


A lei de Coulomb é linear, pois se multiplicarmos Q } por um fator ?T,a força em Q 1 
será também multiplicada pelo mesmo fator n. É também verdade que unia forçíi em 
uma carga na presença de várias outras cargas será a soma das forças naquela carga, devi 
do a cada uma das outras cargas estarem agindo sozinhas. 
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E2.1. I 'mu carga Q A = 22U /i(.’ está posicionada cm A{ 2fr, 4, 7) l l uma carga Q fi — 
50 }áC está cm 8, 2), no espaço livre. Sc as distâncias são dadas cm metros, 

encontre: (u) RAB; (&) RAB. Determine o vetor de força exercido em Q A por Q a se 

e 0 = :(r) l0-^{36ir) F/tti;(í#) 8,854 X 10 12 F/m, 

Resp, Jla r + 4a, - 9a _ nu 14,76 m; 3G,76a L + 11484a, — 25,16a. mN; 30.72a t + 
1 1,169» v - 25.13a. mN 


2,2 INTENSIDADE DE CAMPO ELÉTRICO 


Se agora considerarmos uma carga Q v por exemplo, fixa em uma posição, e mover¬ 
mos uma seguo d a carga lenta mente em volta, notamos que existe em todo lugar uma 
força atuando nessa segunda carga. F.m outras palavras, essa segunda carga está e vidên¬ 
cia ndo a existência de um campo de força. Chamemos essa segunda carga de carga de 
teste Q r A força nessa carga c dada pela lei de Coulomb 


QjQ, 

4 7r€ tl R 


2» 

Ir 


)r 


Interatividade 


Escrevendo essa força como uma força por unidade de carga, obtemos 

~*i~ ÕT | 

Qt * U | 


( 6 ) 


A grandeza no lado direito de (6) é função apenas de Q i e do segmento de reta 
orientado de Q { até a posição onde se encontra a carga de leste. Isso descreve um campo 
dc lorça e ê chamado de intensidade do campo elétricod 

Definimos a intensidade do campo elétrico como o vetor de força em urna carga de 
teste positiva unitária. Não conseguiríamos medi-la experimentalmente encontrando a 
força cm uma carga dc leste dc 1 (\ pois isso provavelmente criaria uma força em (7, que 
causaria uma mudança na sua posição, 

A intensidade do campo elétrico deve ser medida pela unidade newtons por cou¬ 
lomb a força por un idade dc carga. Antecipando uma nova grandeza dimensional, o 
volt (V r ), que será apresentado no Capítulo 4, em unidades de joules por coulomb (J/C) 
ou newton-metros por coulomb [N f m/C). podemos medir de uma vez a intensidade de 
campo elétrico nas unidades práticas dc volls por metro (V/m), Usando uma letra maius¬ 
cula E para a intensidade de campo elétrico temos, fina Intente 




E = 


Qi 



(íi) 


! N.T.: O estudante deve ter cuidado para rt&o confundir ü termo ‘‘inteitsidajde", aqui utili/ado como parte üu 
denominarão dada a unia grandeza vetorial, cora o termo utilizado no capitulo anterior para indicar o módu¬ 
lo {valor absoluto) ite um vetor qualquer. 





capítulo 2 Lei de Coulomb e intensidade de Campo Elétrico 


31 


A Equação (7) c a expressão que define a intensidade de campo elétrico e fft) t a 
expressão para a intensidade de campo elétrico devido a uma carga pontual Q t única. no 
vácuo. Nas seções seguintes, deveremos obteT e interpretar expressões para a intensidade 
de campo elétrico por causa dos arranjos de cargas mais complicados mas. por enquanto, 
vejamos que informações podemos obter de (8). o campo de uma carga pontual única, 
Primeiro, vamos dispensar a maioria dos subscritos em (8), reservando-nos o direi¬ 
to de utüi/.á-los nova mente em qualquer momento onde houver possibilidade dc ocor¬ 
rer um mal-entendido: 


E = 


Q 

4i7f „/?- 


Aj: 


(9) 


Devemos nos lembrar de que Ré a intensidade do vetor K. o segmento de reta 
orientado do ponto onde a carga pontual Q es lá posicionada até o ponto onde K é dese- 
jado, e n n é o vetor unitário na direção dc 

Vamos arbitrariamente posicionar Q no centro de um sistema de coordenadas esfé¬ 
ricas. O vetor unitário toma-se o vetor unitário radiiil a,^ e R é r. Logo 


ou 


E - 


Q\ 


47re t |f 


:ir 



Q 

4ire, ( r 


(lí)} 


O campo possui uma componente radia! única, e a sua relação com a lei do inverso do 
quadrado é óbvia. 

Escrevendo essas expressões em coordenadas cartesianas para uma carga Q na ori¬ 
gem, temos R = r = .r», + ya + za. = a, = (xa, + ya, + z».)/'VV + y 2 + r.Logo 


t = CJ . í - r 

4jre„(,r- + y + z 2 )l\/,r + v ! + r 


a. 


4- 


a, + — y= 

■J 1 , J 

, - - •- - “ 


il* 


Vjt + y Â + z Vr + y* + z 


ui) 


Essa expressão não mostra mais de maneira imediata a natureza básica do campo,e 
sua complexidade é u preço que pagamos por resolver ileu problema que possui simetria 
esférica em um sistema de coordenadas com o qual (temporariamente) temos mais fami¬ 
liaridade. 

Sem a análise vetorial, a informação contida cm (11) teria de ser expressa em ires 
equações, uma para cada componente. E para se obter a equação precisaríamos quebrar 
o modulo do vetor intensidade dc campo elétrico nas três componentes* encontrando a 


frete tuJe mos firmemente evitar confundir ro n. com R t :i ft . Os dois primeiros reterem-se especifica mente 
ao sisLema Je Coordenadas esteriLas. enquanto íf e não se referem a nenhum sistema de coordenadas - a 
escolha ainda está disponível para nõ\ 
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\ r 


\ / 

V 

Origem 

Figura 2.2 O vetor r r loca iza a carga pontual 
Q o vaior r identifica no espaço o ponto genérico 
P(jr. y, z) no espaço, e o vetor F de Q para 
P(jc, y z) vaie enlâo, R - f t r 


projeção em cada ciso coordenado. Utilizando notação vetorial, isso é automaticamente 
feito quando escrevemos o vetor unitário. 

Se considerarmos uma carga que não esteja na origem do nosso sistema de coorde¬ 
nadas, o campo já não possui simetria esférica (nem simetria cilíndrica, ao menos que a 
carga esteja ao longo do eixo z), e podemos utilizar, do mesmo modo, coordenadas car¬ 
tesianas. Para uma carga Q posicionada no ponto fonte ri = jriu, + y r a, + confor¬ 
me ilustrado na Figura 2,2, encontramos o campo em um ponto genérico r — xa x + ta, 
+ expressando R como r — ri T e então 

, , Q r-r = Ü{t -r ) 

4irt.,|r - r'| 2 |r - r’| 4jrt„|i - r'|'‘ 

Q[( x - x>, + (y- y>, + (z - ;’)«,] 

4 jté„[ (x - jt') 7 + (y - y’f + (z - z') s ] 3,í 


Antcriormcnle, definimos campo vetorial como uma função vetorial dc um vclor 
posição, e isso é enfatizado fazendo E ser simbolizado em uma notação funcional por E(r). 

A Equação (11) é simplesmente um caso especial de (12), onde .ri = y r — z' — 0. 

Uma vez que as forças de coulomb são lineares, a intensidade dc campo elétrico 
resultante de duas cargas pontuais. £Jj em r, e Q 2 em r 2 , é a soma das forças cm Q t cau¬ 
sadas por Q | e O , atuando sozinhas, ou 


E(r) 


4Tre,,lr - r L l 2 


ai 


+ 


-—- 

4nr6 f v | r _ rd 2 


onde a, e a- são vetores unitários nas direções e nos sentidos de (r - r, ) e (r - r,), res- 
pecii vam ente. Os vetores r, r., r : , r — r ( , r — r 2 , a, e a 2 são mostrados na Figura 2.3. 
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Figura 2.3 A adição vatorial da intans dada da campo- 
çEétrico lolíi! err P devidn 9 (2, e O i ê pOíaibil Uda ps la 
linearidade da le> ac Coulomb. 


St: somarmos ouiras cargas um outras posições. O c-ãmpo devido n n cargas poniuEiis e: 


p M _ _Qj_ , _ Qi 

47TÉ 0 lr — ] 47PÉ £ |lr — 


üi + 


A 


4 7T e i, I r — rj 


n a* 


Essa expressão toma menos espaço quando usamos uni sinal de somatória i. e uma 
variável m que recebe todos os valores inteiros de 1 a tu 


E(r) 




4n r e n lr — 



a. 


í 14) 


Quando expandida, (14) é idêntica a (13), e os estudantes não familiarizados com sinais 
de somatória devem checar es-se resultado. 




Interatividade 


EXEMPLO 2*2 


C om o objetivo de ilusliEir a aplicação de (LU) ou (34), vamos encontrar E em /'(L I, I) 
causado por quatro cargas idênticas de 3 nC (nanocoulombs) posicionadas em P,(l, 1, 0), 
/%(— 1,1,0), 1, - 1.0) e —1,0), conforme mostra a Figura 2.4. 

Sofoção. Encontramos que r - a x + a, + a., r 3 - n, + sq e, portanto, r - r, - a.. As 
intensidades são: Ir - f| — IJr — rd — v5Jr - r J — 3 e Ir — r 4 | = V 5, 
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r- ri 



Figura 2,4 Uma distribuição siméürica de ouairo cargas ponsuais de 3 nC 
Idílicas produz um campo sm P, E = 6.323, + + 32,Sa, V/m 


Lima vez que Q}Aat£ u = 3 X Lü V(4 t t X 8,854 X IU lz ) = 26.% V * m, podemos 
agora utilizar (13) ou (14) para obter 


E - 26,96 


n z i 2a, + » £ 1 

1 b + V5 (Ví) 2 


2a T + 2a r + a í i 
~3 tf 


2ã r + a r 1 

V5 (Vif- 


Í)U 

E — 6,82a t + 6,82a, + 32.8a, V/m 


Ê2.2, Lírna carga do -0,3 pC está posicionada cm /i,(25, 30, 15) (cm cm),c uma 

segunda carga de 0,5 pC está em R(- 10. 8, 12) cm. Calcule E em: (a) y origem; 
(h) P( 15,20, 50) em. 

Resp, 923a, 77,óa, 94,2a. kV/m; 11,9a, - 0,519a, + 12,4a.. kV/m 


£2.3, Avalie as somas: (a) 
Resp. 2,52; 0,176 


4 l + (-ir « (o.ir +1 
£o <n 2 + I ; 3,(4 +»r)“-’ 


A 

llu&traçÃo 


2.3 CAMPO DEVIDO A UMA DISTRIBUIÇÃO 
VOLUMÉTRICA CONTÍNUA DE CARGAS 

Se visualizarmos agora uma região do espaço preenchida com um número imenso 
de cargas st parti d as por distâncias diminutas, tal como o espaço entre a grade de com 
trole e o cátodo na montagem de um canhão de elétrons de um tubo de raios catódicos 
operando com carga espacial, perceberemos que podemos substituir essa distribuição 
de partículas muito pequenas por uma distribuição contínua c suave descrita por uma 
densidade volumétrica de cargu, assim como descrevemos a água com densidade de 1 
g/cm 5 (grama por centímetro cúbico), apesar de ela scr constituída por partículas dc 
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tamanho atômico e molecular. Podemos fazer isso somente se não estivermos interessa¬ 
dos nas pequenas irregularidades (ou ondulações) no campo, a medida que tios move¬ 
mos de elétron para elétron, oü se nos importamos pouco com o fato de a massa da água 
na verdade aumentar em quantidades pequenas mas finitas, ii medida que cada nova 
molécula é adicionada, 

Na verdade, isso não se constitui em limitação alguma,porque o resultado final,para 
engenheiros eletricistas, é quase sempre em termos de uma corrente cm uma antena 
receptora, uma tensão em um circuito eletrônico ou uma carga em um capacitor ou. em 
geral, em termos de algum fenômeno macroscópico de larga escala. U muito raro neces¬ 
sitarmos saber Sobre uma eorrenle elétron por elélTon . 5 

Denotamos densidade volumétrica dc carga por p,., em unidade dc coulombs por 
metro cúbico (C/m s ). 

À pequena quantidade de carga A(7 Cm uni pequeno volume Av ê 

A Q = Pl M (15) 

e podemos definir p matematicamente levando (15) ao Limite, deste modo: 



( 16 ) 


A carga total dentro de um volume finito é obtida integrando esse volume 



(17) 


Apenas um sinal dc integração é usualmente indicado, mas a diferencia] dv significa 
integração por um volume e, portanto, uma integração tripla, Feliz mente, poderemos nos 
contentar com nada mais que a integral indicada, na maioria dos casos, pois integrais múl¬ 
tiplas são muito difíceis de serem resolvidas, de modo geral, a não ser na maioria dos pro¬ 
blemas com simetria. 


EXEMPLO 2.3 


Como um exemplo de solução de uma integral volumétrica, vamos encontrar a carga 
total contida em um feixe dc elétrons de 2 cm de comprimento, mostrado na Figura 2.5. 

SoJuçáo Pela ilustração, vemos que a densidade dc carga é 

p v = -5 X lO V 10 ^ C/m 2 

O volume diferencial em coordenadas cilíndricas é dado na Seção 1,8, Logo, 

0.IH ,.2-rr (IJJI 

Q= j J j -5 x 10 %-****pdptfydz 

CJ-JÜ2 d 0 


s Viw estudo do ruído gerado por elétrons em semicondutores e nssisteres, entretanto, recuei um exame áa 
carga pui meio de análises estatísticas. 
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figura 2.5 A carga total conluia dentro do 
cilindro circular reto pode ce. r encontrada 


tssolv&ndo Q 


Pr tfv- 


■TTVJ 


Integramos primeiro com rel&çào a <Ê.uma vez que é muito fácil 


r(hjCl4 rii.m 


Q = 




10 yü ' FZ pdpdz 


e depois com relação a z , porque isso simplificará a lihima integrarão com 


rtJJJl 


Q = 


-10 


-í 


77 io J 


Pi 


j ii 


-10 p 


pdp 


: ü/M 


f i - Úfi2 


(-0401 

éÃ-5 ✓ -ixm P _ii■!■ ifi * 

10 TT[e -e )dp 

) 


Finalmente, 


Q = -IEV l V 


e -imp 

-2000 


e Amp yi.cn 

—4000 /y 


Q 



— 1T 

40 


0.0785 pC 


rclâçlo eí p 


onde pí' indica picocoulomfos. 
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rasualmcnte, podemos uiitizar esse resultado para fazer uma estimativa grosseira 
da corrente do feixe de elétrons, Se assumirmos que esses elétrons estão se movendo a 
uma velocidade constante de 1U% da velocidade da luz, esse pacote de 2 em de compri¬ 
mento terá se movido 2 cm em - ns, e a corrente será aproximadamente igual a 

A(> ”(W40)10 12 

àí ~ (2/3)iO- lJ 


Ou li p rox i m ei d a me ntc 11 R p. A, 

À contribuição incrementai para a intensidade de campo elétrico em r produzida 
por unia carga incremental A(7 cm r J é 

AEf , = r-r' p„Av w — t* 

4irC|)lr - r r l a Ir - r J J - r r P lr - r'l 


Se somarmos as contribuições de todas as cargas volumétricas em uma dada região 
c fizermos o elemento de volume Au se aproximar dc zero.à medida 411c o número des¬ 
ses elementos se torna infinito, ei somatória se torna uma integral: 


{ , / PÂr^dv* t-t 1 

L 4™„|r - rf |r - r J | 


( 18 ) 


Temos nova mente uma integral tripla: e (exceto no Exercício Proposto 2,4) faremos 0 
melhor para evitar, na verdade, realizar essa integração. 

O significado das várias grandezas sob o sinal dc integração.cm (IS), pode necessi- 
tEir de uma pequema revisão, O vetor r que píirte dEi origem posiciona 0 ponto de campo 
onde E está sendo determinado, enquanto o vetor r' se estende da origem até o ponto da 
fonte, onde p^t^dv 1 está posicionado. Â distância escalar entre o ponto de fonte e o pon¬ 
to dc campo é Ir - r'l, e a fração (r - r r )/lr - r'l ú uni vetor unitário que aponta do ponto 
de fonte em direção ao ponto de campo. As variáveis de integração são x\ y" e z\ em 
eoor d c na das caries i a n as 


E2.4, Calcule a carga total dentro de cada volume indicado; (n) 0,1 ,rl, lyU ~l ■- 0,2: 

1 

p„ = . . (,í>) 0 ^ p<: 0,1,0 ^ ir, 2 li z ± 4: p •- pz- sen 0,6i(cj universo: p fc 

.rj^ 

- í-% 2 , 

Hesp. (I; l,01RmC;ó,2SC 


2.4 CAMPO DE UMA LINHA DE CARGAS 

Até aqui consideramos dois Si pois dc distribuição dc cargas: ei carga pontual e ;t carga 
distribuída por um volume com unia densidade p, C/m 3 . Se agora considerarmos uma 
densidade de carga volumétrica distri buída na forma dc um filamento, calmo em uni feixe 
muito fino cm um tubo dc raios catódicos ou um condutor carregado de raio muito 
pequeno, torna-se conveniente tratar a carga como uma linha de cargas dc densidade p s 
C/m, No caso do feixe dc elétrons, as eargas estão cm movimento e c verdade que não 
temos um problema de eletrostática. Entretanto, se o movimento de elétrons é 
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Figura 2.6 A conír-b,iiçãy dE dE^s,, + ã£/^ ? 
para a intensidade de campo elétrico produziao 
por um e ementa de carga dQ p^dfz 1 
posicionado a uma distância t da origem 
A densidade linear d* cargas á uniforme e se 
estende ao longo do eixo z inteiro. 


continuo e uniforme (um feixe c.c.) T e se ignorarmos pòr um momento o campo magné- 
tico que é produzido, o feixe de elétrons pode ser considerado composto de elétrons 
estacionários, pois, por pequenos instantes dc tempo tomados em qualquer momento, a 
mesma distribuirão Jc carga será encontrada. 

Vamos considerar uma linha reta de cargas que se estende ao longo do eixo z em 
um sistema de coordenadas cilíndricas de —® até ™* conforme mostra a Figura 2.6. 
nesejamO-S a intensidade dc campo elétrico E cm todo e qualquer ponto resultante dc 
uma densidade linear de carga uniforme p L . 

A simetria deve ser considerada sempre primeiro, com o objetivo de determinar 
dois fatores específicos: (l} com quais coordenadas o campo nâo varia e (2) quais com¬ 
ponentes do campo não estão presentes. As respostas a essas questões nos indicam quais 
componentes estão presentes e com quais coordenadas eles variam. 

Referindo-se à Figura 2-6, percebemos que à medida que nos movemos pela linha 
tle cargas, variando <b enquanto pez mantêm-se constantes, a linha de cargas parece ser 
a mesma vista de qualquer ângulo. Em outras palavras, a simetria azimutal está presen¬ 
te ü nenhum componente de campo devo variar com tf. 

Novamente, se mantivermos p e é constantes, enquanto nos movemos para cima e 
para baixo ao longo da linha de cargas mudando z. a linha dc cargas ainda prossegue por 
uma distância infinita cm ambas as direções e o problema nâo se modifica, Essa é a sime¬ 
tria axial e leva a campos que não são funções de z. 

Se mantivermos ^ é í constantes e variarmos p, o problema se modifica c a lei de 
Coulomb nos leva ei esperar que o campo se enfraqueça á medida que p aumcnla. Logo, 
por um processo dc eliminação, somos levados ao fato de que o campo varia apenas 
com p. 
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Agora, quais componentes estão presentes? Cada comprimento incremental da 
ÊinhEi de cargas íige como uma carga pontual e produz uma contribuição incremental 
para a intensidade de campo elétrico que se direciona lL para fora" em relação ao incre¬ 
mento de carga (assumindo uma linha dc cargas positiva). Nenhum elemento de carga 
produz uma componente em <f> de intensidade elétrica. E A é zero. Contudo, cada ele¬ 
mento produz uma componente em e uma em £\. t mas a contribuição com E. de 
elementos dc carga qnc estão cm iguais distâncias acima c abaixo do ponto no qual esta¬ 
mos determinando o campo se cancelará. 

Portanto, descobrímos que temos apenas uma componente E pt c eía varia apenas 
com p. Agora devemos encontrar essa componente. 

Escolhemos um ponto jP(O t y, ü) no ciso y para determinarmos o campo. Esse é um 
ponto perfeitamente genérico em vista da falta de variação do campo com A e ;. 
Aplicando (12) para encontrar o campo incrementai em P devido à carga incremental 
ilQ = pf rfz\ temos 

M:'(( - O 

iíTfJr “ rT' 


em que 


e 


Logo, 


r = va, = 
r r = z r a. 

r — r r - pa p - £ a. 




p L dz f (fm p - £ a ; ) 
feíoípí + Z' 1 )™ 


Uma vez que apenas a componente cin está presente, podemos simplificar: 



pLpdz 


4tre, f (p 2 + 



é 




Pi pà£ 


Integrando com o auxilio dc tabelas dc integração ou por mudança dc variável £ — p cot t), 
(ermos 



Pi. 




e 



Pl 

2 ttíí p 


( 19 ) 
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Essa é a resposta desejada, mas existem várias outras [naneiras de obtíMa. 
Poderíamos ter usado o ângulo fí como nossa variável de integração, pois z’ ~ p cotg 0 
pela Figura 2,6 e dz' — —p cossec 2 0 d&, Uma vez que R = p cossec 0, nossa integral se 
torna, simplesmente. 



Ps dz' pi sen H dü 

--t seu tí = - — — 

4 wé. :i R- 4 TTe„p 


u 


Pl 

2 ir «dP 


E =- PL 

■*—'.n b 


rU 


„p J 


sen H 4S - 


Pl 

4wt u p 


eos ff 


Aqui a integração foi mais simples» mas alguma experiência com problemas desse 
tipo é necessária antes de podermos» com certeza, cscollier a variável de integração mais 
simples no inicio do problema. 

Poderiamos também ter considerado (iS) como nosso ponto de partida. 

„ r p y dv'(T-r') 

E = - —-- 

jvdi 4irf(j|r - r f | 1 

fazendo /?, í/v' — p } dz' c integrando ao longo da reta que ú. agora nosso “volume" que 
contém toda a carga. Vamos supor fazer isso ignorando tudo o que aprendemos relativo 
à simetria do problema, Escolha o ponto P agora em nma posição genérica (p, ò, z) 
(Figura 2,7) c escreva, 

r = /íh p + sa z 

r' = z r a, 

R = r - r = pa rl + (z — z T ) a- 

r - V 7+17 -l 7 ? 

P», + (z - í')a 2 

a* - - 

Vp : + (z - ^ r ) ] 
p Pi.dz'[pR + (z - z')aj 
F ' L 4vt ü [p 2 + (z - ^) 2 r 


pl ír pdz \ 

{z-z')dz\ | 

[p 2 + {z - z r ) z Y n ‘ 



Antes de integrar uma expressão vetoriaU devemos saber se o vetor sob o sinal de 
integração (aqui os vetores unitários a. e a.) varia ou não com a variável de integração 
(aqui dz')- Se não varia, então ele é una constante e pode ser removido da integral, dei¬ 
xando um escalar que pode ser integrado por métodos normais. Nossos vetores unitários, 
ê daro T não podem mudar em intensidade, mas uma mudança na direção ou no sentido 
ú da mesma maneira preocupante. Felizmente, a direção e o sentido de a., náo mudam 
com z r (nem com p + mas mudam com tâ),c a. é sempre constante. 
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figura 2,7 A geometria do problema para o campo em: volta de uma l*nha de cargas mfinila 
leva a integrações mais difíceis quando a simetria é ignorada. 

Logo, removemos os vetores unitários dás mlograis e nOYâmente integramos eom 
tabelas ou por substituição de variáveis 


pL | 

' í" f 4 '’ f 

(z~z')ltz‘ \ 

4-jre n 1 

. y + (z - 


x y + u - *’) 2 rJ 

PL f 

f 1 -(s 

-*') T x 

1 

Á ~— 

4* fr. { 

- >! p Vp 2 + (z - - 

_ ' vV + (z - z') 2 

Pl í 

a, “ + »i(0) 

Pl 


4ire u \ 

2i5“fíjp a ' f 



Novamente obremos a mesma resposta, como deveríamos, pois não há nada de erra¬ 
do com o método, exceto pelo i'aio de a integração ser mais difícil e haver duas integra¬ 
ções para resolver. Esse é o preço que pagamos por desprezar a consideração de sime¬ 
tria e mergulhar de cabeça na matemática. Observe antes de integrar. 

Outros métodos para resolver esse problema básico serão discutidos posteriormen¬ 
te, apôs introdu/irmos a lei de Çiauss e o concei to de potencial 
Agora, vamos considerara resposta propriamente dita. 




( 20 ) 



Hti&lracão I 


Notamos que o campo cai inversamente com a distância em relação â linha de car¬ 
gas, quando comparado com a carga pontual, na qual o campo decai com o quadrado da 
distância. Afastando-se dez vezes mais de uma carga pontual leva a um campo com ape¬ 
nas I da força iniciai, mas afastando-se de/ ve/es eueus de uma linha de carga apenas 
reduz o campo para 30% do que era fintes, Uma analogia pode ser feita com uma fonie 
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de iluminarão,pois a intensidade da luz a partir de uma fonte de luz pontuai lambem cai 
com O quadrado da distância em rejóçâo â fonte. O campo produzido por uma lâmpada 
tubular fluorescente infinita mente longa decai inversamente com a primeira potência da 
distância radial cm relação à lâmpada, e devemos esperar que a intensidade luminosa em 
volta de uma lâmpada tubular de comprimento finito obedeça a essa lei na região perto 
da lâmpada. À medida que nosso ponto se afasta para mais e mais longe da lâmpada 
tubular dc comprimento finito, cnirelan to, ela eventual mente se parecerá com uma fonte 
pontual, e o campo obedece à relação com o inverso do quadrado da distância. 

Antes de deixar essa visão introdutória do campo de uma linha infinita de cargas, 
temos de reconhecer o falo de que nem todas as linhas de cargas estão posicionadas ao 
longo do eixo z- Como exemplo, vamos considerar unia linha de cargas infinita paralela 
ao eixo z em x = 6, y = 8, Figura 2,8. Desejamos encontrar E no ponto de campo gené¬ 
rico P(jl, y, z)* 

Substituímos p em (20) pela distância radial entre a linha de cargas e o ponto P, 
R - \/(x - 6)' + (y = 8) 1 , e fazeniòs a, ser a fl . Logo, 

F = _ Pl _ 

2irÊ (1 V(x-6) I + {>-8j 3 ^ 

onde 

R _ {x - 6)a v + (y - 8)a v 
** ” K “ VT.r = - 6) J + (_v - 

Logo, 

Pl í- r “ 6 )*b + (y - 8)a v 

2-7re n (.r - + (y - £) 3 

No va mente notamos que o campo não é uma função de z. 


K% k, z) 


í6. u, üs 


Pl 


< 6 ., ti) 


Av, v^l 


(O, B, Ot 



(x t y, CU 


Figura 2 ,S Um ponto P(x, y jr) é idenhficsdo perto de uma hma infinita e unilorme de 
caígas posicionada em x = 6 , y = 6 
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Na Seção 2.6 deserc verem os como os campos podem ser esboçados, c usaremos o 
campo de uma linha de cargas como exemplo. 


E2.S, Linhas uniformes e infinitas de cargas de 5 nOm posicionam-se sobre os eixos 
(positivo e negativo) r r e y no espaço livre. Calcule E em:(ti) F A (0.0,4); (M E s (0, 3.4). 

Rtsp. 45a. V/m: KUSa v + 3ó,9a.V/m 


2.5 CAMPO DE UMA LÂMINA DE CARGAS 

Outra configuração básica de cargas c a lâmina infinita de cargas que tem uma 
densidade uniforme de p s C/m-.TaJ distribuição de cargas pode ser utilizada frequente¬ 
mente para aproximar aquela encontrada nos condutores de uma linha de transmissão 
de fita ou em um capáeitor de placas paralelas. Como veremos no Capitulo 5, cargas 
estáticas posicionam-se na superfície dos condutores e não em seu interior. Por essa 
razão, pç c eo mu mente conhecida como densidade superficial de varga. A família de dis¬ 
tribuição de cargas eslã agora completa pontual, linear, superficial e volumétrica, ou 

Q - Pu Ps V Pr 

Vamos posicionar uma lâmina de cargas no plano vz c novamente considerar a 
simetria (Figura 2,9). Vemos primeiro que o campo nâo pode variar com y ou com z, é 
as componentes y e z, originadas dos elementos de carga simetricamente posicionados 
em relação ao ponto no qual desejamos calcular o campo, se cancelam. Logo, apenas E í 
está presente, e essa componente é função de .c somente. Estamos nova mente diante de 
uma escolha entre vários métodos para avaliar essa componente, mas, dessa vez, utili¬ 
zaremos apenas um método, deixando os outros para uma iranqüila tarde de domingo. 

Vamos utilizar o campo de uma linha de cargas infinita (19) dividindo a lâmina infi¬ 
nita cm faixas de largura diferencial. Uma dessas faixas é mostrada na Figura 2.9. À den¬ 
sidade linear de carga, ou carga por unidade de comprimento, é p L = p s tly\c a distância 


dy 


/ tf v 


P[.t, lí, ü> 


\ 


R V.r 3 +/ 3 


Figura 2.9 Uma tâmina infinita do cargas no plano y? um 
ponlo genérico P no eixo x. e n linha de cargas de largura 
diferencial utihzada coma o elemento na determinação do 
campo em P por d E p s ò/a fl j(Z írt r .fl). 
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dessa linha de cargas até nosso ponto genérico / J no ciso .r c R = V? + y*. A contribui¬ 
ção para E x em P dessa faixa de largura diferencial é, então, 

ps * d y 


... Psdy' 

ah ± =-■■-- 

2 we 0 Vjr + y * 5 


cos ft = 


2 -Trcn x 2 + v J - 


Adicionan do-se o efeito de todas as fitas, 

xdy* 


e = ?! r 

' 2ne n J_ 


jr +■ v 


ps . _i y 

—- tan * - 

2íT£ ii Jf 


Pi 

2 e M 


Se o ponto T tivesse sido escolhido no lado negativo do eixo .r, então 



Pk 



pois o campo está sempre direcionado de modo que saia da carga positiva, Essa dificul¬ 
dade no sinal é usual mente superada pela especificação de um vetor unitário a v , que é 
normal à lâmina e direcionado para fora, ou para longe dela. Então 



( 21 ) 


Esse é um resultado surpreendente* pois o campo é constante ein intensidade* dire¬ 
ção e sentido. É tão forte a I milhão de quilômetros distante da lâmina quanto junto à 
superfície. Retornando paru nossa analogia com u luz. vemos que uma fonte uniforme de 
luz no teto de um quarto muito amplo causa tanta iluminação em um metro quadrado no 
chão quanto em um metro quadrado a poucos centímetros do teto.Se você desejar maior 
clareza nesse assunto, não vai adiantar segurar o livro mais perto de uma fonte de ilumi¬ 
nação desse tipo, 

Se uma segunda lâmina de cargas infinita que possui uma densidade dc carga nega¬ 
tiva -p s está posicionada no plano x = «.podemos encontrar o campo total somando a 
contribuição dc cada lâmina, Na região x > ;r. 

E,=^a, E =-~-a. r E = E +E =0 

2 e ít 

e para .r < 0, 

E f = a, E_ = —- a t b = E + E_ = 0 
2 e 0 2 e ü ' 

c quando 0 < x < a. 


ir Ps ~ 

E + = z- 
*- € <\ 


„ Ps 

E - = 57 ' 

d 


e 


Ps 

E = E . + t = — a t 
c o 


( 22 ) 


Esse é um resultado prático importante, pois é o campo entre as placas paralelas de 
um capacifor separadas pelo ar, caso as dimensões lineares das placas sejam muito maio¬ 
res que a separação entre elas, e também estejamos considerando um ponto bem afasta- 
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do das bordas, O tampo no lado de fora do eapaeilor, quando não é zero, conforme 
encontramos para o caso ideal anterior, usualmente é desprezível. 

E2.6. Três lâminas de cargas infinitas e uniformes estão posicionadas no espaço livre 
da seguinte maneira: % nCVnv cm z — 4,6 >iC.7in• cru z ~ 3 c S nC/mr cru * — 4. 

Calcule E nos pontos: (a) 5,-5)’(í>) ^(4,2,-3): (c) /* r (-l. -5,^(-2,4,5), 

Resp. -56*5a ; 283a ;%la ; 56,5a . todos V/m 


2.6 LINHAS DE FORÇA E ESBOÇOS DE CAMPOS 

Temos agora equações vetoriais para a intensidade de campo elétrico resultante 
de várias configurações de cargas diferentes, c tivemos um pouco de dificuldade para 
interpretar a Intensidade, a direção e o sentido do campo pelas equações, In feliz mente, 
essa simplicidade não pode duruT por muito mais tempo, pois resolvemos a maioria 
dos casos simples c nossas novas distribuições de carga devem levar a expressões mais 
complicadas para os campos e maior dificuldade em visualizá-los pelas equações 
Entretanto, é verdade que um desenho vale mil palavras, se soubermos qual desenho 
fazer. 

Considere o campo em Eorno de uma tinha de cargas. 


A Figura 2.10a mostra unia visão da seção reta da linha de cargas e apresenta o que seria 
o nosso primeiro esforço dc desenhar o campo - curtos segmentos de reta desenhados 
aqui e a9i possuindo comprimentos proporcionais à intensidade de E e apontando na 
direção e no sentido de E. A figura falha em mostrar a simetria com relação a ò. de forma 
que tentamos então n ovam ente na Figura 2, lí)/? com um posicionamento simétrico dos 
segmentos dc reta. O problema real agora aparece as retas mais longas precisam ser 
desenhadas na região mais densa, e isso também ocorreria caso utilizássemos segmentos 
de reta de mesmo comprimento, mas espessura proporcional a E (Figura 2,IÜt:). Outros 
esquemas incluem desenhar linhas mais curtas para representar campos mais fortes (o 
que intrinsecamente leva ao erro) c utilizar intensidades dc cores ou cores diferentes 
para representar campos mais fortes. 

Pelo momento, vamos nos contentar em mostrar apenas a direção e o sentido de E 
desenhando retas contínuas saindo da carga e que são, em todos os pomos, tangentes a 
E. A Figura 2.10c/ mostra esse compromisso. Uma distribuição simétrica de tinhas (uma 
a cada 45 o ! indica simetria azimutal, e as pontas das selas devem ser utilizadas para indi¬ 
car o sentido. 

Essas linhas são usual mente chamadas de linhas de força, apesar dc ouLras 
expressões como linhas de fluxo e linhas dc direção serem também utilizadas. Uma 
pequena carga de teste positiva posicionada em qualquer ponto nesse campo e livre para 
se mover aceleraria na direção das linhas dc força que passam pelo ponto cm questão. Se 
o campo representasse a velocidade de um líquido ou de um gás (que* consequentemen¬ 
te, precisaria ler uma fonte em p = 0 ), pequenas partículas suspensas no líquido ou no gás 
seguiriam as linhas dc força. 



Ilustração 
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Figura 2.10 (a) Um esboço muito pobre, ib) ê (c) bois esboyus ms s razoáveis, e {d) a 

forma usual da um esboço do linhas da torça Na úllima íorma. as setas mostram a direção o 
o sentido do campo em todos os pontos, ao longo da reta, e o espaçamento das retas é 
inversamante proporcional à força do campo. 

Vamos descobrir mais tEirde que um bónus acompanha esse esboço dc linhas de 
força, pois pode-se mostrar que a intensidade do campo é inversa mente proporcional ao 
espaçamento das linhas de força para alguns casos, especiais importantes. Quanto mais 
pró sim eis estão umas das outras, mais forte é o campo. Poderemos, então, encontrar um 
método mais fácil c mais exato para se fazer esse tipo de esboço de linha de força. 

Se tentássemos esboçar o campo da carga pontual, a variação do campo para deníro 
e para fora da página causaria problemas essenciaJmente insuperáveis. Por essa razão, 
esboços são usualmcnte restritos a campos bidimensionais. 

No caso do campo bidimensional, vamos assumir arbitrariamente E. = 0. Às linhas 
de força ficam confinadas em planos nos quais z é constante, e o esboço é o mesmo para 
qualquer plano desse tipo. Várias linhas de força são mostradas na Figura 2.11, c as com¬ 
ponentes É x e são indicadas em um ponto genérico. Uma vez que ú aparen te, p ela geo- 
m et ria. que 


£. dy 

J T = dx 


(23) 


uni conhecimento da forma funcional de E ): e (e a habilidade para resolver ei equação 
diferencial resultante) nos proporciona obter as equações das linhas de força. 
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Fig ura 2.11 A equaçso de uma linha de força è ohiida rasolvendu-sa a equação 
cliierencial E v (E h = dy/dx. 

Como uma ilustração desse método, considere o campo da linha uniforme de cargas 
com pi = 2flre ( ,, 



Fm coordenadas cartesianas. 


_ X V 

E = —-í », + ~Y—~ a r 

x~ + v" x I V 


Logo, formamos a equação diferencial 

dy E y y 
dx £, x 


ou 


t(y í/j 

.V x 


Com isso, 

ín >' = Inj: + C\ Ou ln y = In x + In C 

das quais as equações das linhas de força são obtidas, 

V = Cx 

Se quisermos encontrar a equação de uma linha de força em particular* digamos, 
uma passando por P(-2,7 ,10), simplesmente substituímos as coordenadas desse ponto 
na equação e avaliamos o valor de C. No caso cm questão, 7 — C'( — 2) e C = —3*5, de 
forma que_y = 

Cada linha de força, está assoei ada a uni valor específico de (e as linhas radiais mos¬ 
tradas na Figura 2. KW são obtidas quando t = 0,1, 1 é \K' — (I. 

As equações dc linhas de força podem também ser obtidas diretamente em coorde¬ 
nadas cilíndricas ou esféricas. Um exemplo envolvendo coordenadas esféricas será exa¬ 
minado na Seção 4.7. 
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E2.7. Encontre a equação da linha de força que passa pelo ponto /'(I, 4, - 2) no 

4v” 

campo E (ff) -a r + — a,.; (h) + I )a, + jfíJ* 

y y 

Resp. * 2 +- 2y 2 = 33;>' 2 = 15,7 + DAx - 0,08 ln(5* + 1) 
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PROBLEMAS DO CAPÍTULO 2 

2 A Quatro cEtrgns positivas de itj nC estuo posiciona dás no plano z ~ 0»nOS vértices 

de um quadrado de 8 cm de lado, Lima quinta carga positiva de 10 nC está posicio¬ 
nada cm um ponto a 8 cm de distancia das outras cargas. Calcule a intensidade da 
força total sobre essa quinta carga para e = e,.,. 

2*1 Duas cargas pontuais de Q , coulombs cada estão posicionadas em (0, 0,1) e 
(0. 0, -1). Determine o lugar geométrico das posições possíveis dc uma terceira 
carga onde (), pode ser qualquer valor positivo on negativo, dc forma que o 
campo total E = 0 em (0* 1,0). Qual seria o lugar geométrico se as duas cargas ori¬ 
ginais fossem Q , e -Q{t 

23 Cargas pontuais de 50 nC cada estuo posicionadas em /l(l, 0, 0) T j9(“I, 0, Ü), 

C(ü,1. 0) e D(0, —1,0), no espaço livre. Encontre a força total na carga em A, 

2A Dito cargas pontuais idênticas de (J C cada estão posicionadas nos vértices dc um 
cubo com lado de comprimento «.com uma carga na origem e com as três cargas 
mais próximas em (a, 0,0), (0,ff,ü) e (0,0, ff). Encontre uma expressão para o vetor 
da força total na carga em P{a, tí, ff), assumindo espaço livre. 

2*5 Seja uma c:arga pontual = 25 nC posicionada cm /\(4 T -2,7) e uma carga Q 2 = 

60 nC que está em /\(-3.4.. -2), (ff) Se í = € n , encontre E em f^(l, 2,3). (í?) Em 

qual ponto no eixo y tem-se E t = 0? 

2 + h Três cEirgas pontuais, 5 X 10 11 C cada, estão posicionadas no eixo jr em .r = 1,0 

c 1, no espaço livre, (ff) Encontre E em x = 5. (/>) Determine o valor e a localiza¬ 
ção da carga pontual única equivalente quê produziria o eti es mo campo em distân¬ 
cias muito grandes, (c) Determine E em r = 5 usando a aproximação de (fr), 

2.7 Uma carga pontual de 2 pC está posicionada em A( 4, 3, 5) no espaço livre. 
Encontre E fl ,E A e E. em /’(&, 12,2). 

2.H Uni dispositivo rudimentar para medir cargas consiste ein duas pequenas esferas 
LsoIantes dc raio ff, unia das quais mantém uma posição fixa, A outra pode se 
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No espaço livre, portanto. 


D — e M E 


(apenas para espaço livre) 


( 2 ) 


Apesar de (2) ser aplicável apenas para o vácuo, nao é restrita somente ao campo de uma 
cargEi pontuEil- Para uma distribuição volumétrica de cargas genérica, no espaço tivre, 



4rrt R ? 




(apenas para espaço li vro) 


( 3 ) 


onde essa relação foi desenvolvida do campo de uma caTga pontual única. De uma forma 
similar, (1) leva a 


l) 


f Pv dv a 


( 4 ) 


ç (2) é. portanto, verdadeira para qualquer configuração de cargas no espaço Ime. 
Devemos considerai que (2) define D no espaço livre, 

Como uma preparação para o estudo de dielétricos mais tarde, seria bom ressaltar 
agora que, para uma carga pontual imersa em um meio dielétrico ideal infinito,os resul¬ 
tados dc Paraday mostram que (1) é ainda aplicável e_ assim, também o é (4), Contudo, 
a Equação (3) não e aplicável, c então a relação- entre !> e E sltei ligeiramente mais com¬ 
plica d ei que (2), 

Uma vez que D é diretamente proporcional a E no espaço livre, não parece ser rcal- 
menlc necessário introduzir um novo símbolo. Fazemos isso por diversas razões. 
Primeiro,porque D está associado com o conceito de fluxo, que é uma idéia nova impor¬ 
tante, Segundo, porque os campos D que obteremos serão um pouco mais simples que 
Os cãmpos E correspondentes, uma ve/, que e M não Eipareeerá. E. linalmenje, á ÜEÜ fami¬ 
liarizar-se um pouco com D antes de ser aplicado a materiais dielétricos. no Capítulo 6, 
Vamos considerar um exemplo numérico simples para ilustrar essas novas grande¬ 
zas c unidades. 


EXEMPLO 3.1 


Desejamos encontrar D na região em volta de uma Linha dc cargas uniforme de S nC/m 
que se estende ao longo do eixo z* no espEiço livre. 


Soluçãa. O campo E c 

Pl = 8 x 1Q~ 9 _ 

2ne 0 p^ 2flr{8„854 x 10 [2 )p 


143,8 

P 


a 


V/m 


Em p = 3m, E _ 47,9» p V/m, 

Associado ao campo E, encontramos 


[) 


P L 8 x IO * 1 

2wp* p 2irp 


I.27Í X 10 


-■<> 


a„ C/m 

r 


O valor em p — 3 m é D = 0.424a., nC/m, 
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O fluxo lotai que deixa uma linha de cargas de 5 m de comprimento é igual a carga 
total neste comprimento, ou ^ = 40 nC. 

E3.1 „ Pada uma carga pontual de 60 fií posicionada na origem,calcule o tluxo elé¬ 
trico lotai que passa por: (rr) a portão da es lera r ~ 2b em limitada por 0 < fí y- e D 
< ó < ^;(i)a superfície fechada definida por p = 26 cm e z = ± 2b cm; (c) o plano 
z = 26 cm. 


Resp, 7.5 jit ; 60 piCi 30 ptX' 


E3.2. Calcule D em coordenadas cartesianas no ponto P(1 , 3,6) produzido por: 

(a) uma carga pontual Q A - 55 m( em OÍ - 2.3, — 1 ó);(fr) uma linha uniforme dc car¬ 
gas p ríi = 20 mí iti sobre o eixo .v;(c) uma densidade superficial uniforme de cargas 
p sc - 120 fLCí m ■■ sobre c plano z - —5 m, 

Resp. 6,38 a, - 9,57a L + 19 t 14a ; pCJm 2 \ -212a, + 424a r /iC/m-; 60 b, fiCfm 2 


3.2 A LEI DE GAUSS 

Os resultados dos experimentos de Fura d ay com as esferas concêntricas poderiam ser 
resumidos como uma lei experimental estabelecendo que o fluxo elétrico que passa por 
unia superfície esférica imaginária focalizada cnlre as duas esferas conduloras é igual ei 
carga contida dentro da própria superfície imaginária, Essa carga contida estará distribuí¬ 
da na superfície da esfera interna, ou poderá estar concentrada como uma carga pontua! 
no centro da esfera imaginária. Entre tanto, como um coulomb de fluxo elétrico é produ¬ 
zido por um coulomb de carga, o condutor interno poderia ser. da mesma maneira, um 
cubo ou uma chave de metal, e a carga induzida total na esfera externa continuaria a 
mesma, Certa mente a densidade de tluxo mudaria da sua distribuição simétrica anterior 
para alguma configuração desconhecida, mas +Q coulombs em qualquer condutor inter¬ 
no produziria uma carga induzida dc —Q coulombs na esfera externa. Dando mais um 
passo adiante, poderíamos agora substituir lis dois hemisférios externos por uniu vasilha 
de sopa vazia (mas completam ente fechada), Q coulombs na chave de metal produziria 
¥ = Q tinhas de fluxo elétrico e induziria -Qcoulonihs na vasilha de estanho. 1 

Essas generalizações do experimento de Faraday levaram ao seguinte enunciado, 
conhecido como Lei de Gauss. 

ü fluxo elétrico que pussii por qualquer superfície fechada é igual íi carga total que eslti 

cuntidtí dentro dessa superfície. 

A contribuição de Gauss, um dos maiores matemáticos que o mundo já produziu, foi, 
na verdade, não em enunciar a lei conforme conhecemos* mas em proporcionar uma 
forma matemática paru seu enunciado, qué devemos obier agora. 


1 Se füSSe Liiíl isólante perle ilu, a Hop:i po-dcrla ainda ser Jeixada na Va-SÍLha, sem nenhuma diferença nós 
rcsul lados. 
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Figura 3.2 A densidade ae fluxo elétrico Li„ em P devida á 
carga £?. C IIüxq total passando por AS é - AÊ. 


Vamos imaginar uma distribuição dc cargas, mostrada tomo uma nuvem de cargas 
pontuais na Figura 3.2, cercada por unia superfície fechada dc qualquer formato. A 
superfície fechada pode ser a superfície de algum material real mas de fornia mais 
genérica é qualquer superfície fechada que desejarmos visualizar. Se a carga total é Q, 
então (J coulombs de fluxo elétrico passará pela superfície circundante. Em todos os 
pontos na superfície o vetor densidade de fluxo elétrico l> terá algum valor onde o 
subscrito $ simplesmente nos lembra dc que I) deve ser calculado na superfície, c D Sl 
de uma forma geral, variará em intensidade, direção e sentido dc um ponto para outro 
na superfície. 

Devemos agora considerar a natureza de um elemento incremental da superfície, 
Um elemento incremental de área AS é quase uma porção de uma superfície piana, e a 
descrição completa desse elemento de superfície requer não apenas uma definição de sua 
área Ai\ mus também dc sua orientação no espaço. Em outras palavras, 0 elemento incre¬ 
mental de superfície ü uma grandeza vetorial, A única direção que pode ser associada a 
XS é a direção da normal ao plano que é tangente à superfície no ponto em questão. 
Existem, naturalmente, duas normais possíveis, nia.s tal ambiguidade é eliminada escu- 
lhcndo-se a normal que está no sentido “para fora", sempre que a superfície for fechada 
e o termo “para fora" tiver um significado específico. 

Considere um elemento incremental dc superfície àS cm qualquer porto Pt- suponha 
que D s faça uni ângulo tí com AS, como mostra a Figura 3.2, 0 fluxo que atravessa A S é o 
produto da componente normal de D s com AS. 

A'l ' = fluxo que atravessa A5 = i>. ÇiW(Wm XS = Z> s cos (l XS = 1J* ‘ AS 

onde somos capazes de aplicar a definição do produto escalar desenvolvido no Capítulo 1, 
O fluxo total que passa pela superfície fechada i obtido somando-se ás contribuições 
diferenciais que atravessam cada elemento de superfície AS, 



superfície 

íechMla 


A integral resultante é uma Integra! de superfície fecluidü e, uma vez que o elemen¬ 
to de superfície dS sempre envolve as diferenciais de duas coordenadas, lais como dx dy , 
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O uso de V ■ P â muito mais usual que div D, apesar de ambas as formas lerem suas 
vantagens. Escrevendo V j D nos permite obter.de forma simples e rápida, as derivadas 
pardais correias, mas apenas em coordenadas cartesianas, conforme veremos. Por outro 
hsdo, div P é ótimo pEiTa nos lembrar da interpretação física de divergência. Deveremos 
utilizEir a notação de operador V L D de agora em diante, para indicar a operação de 
divergência. 

O operador vetorial V não é utilizado apenas com divergência, oieis também para 
diversas outras operações que aparecerão depois. Uma delas c Víí, onde u c qualquer 
campo escalar, o que leva a 


íM = 



àU 

— ■» + - a - 

ÔV ■ ÒZ ‘ 


O operador V não tem uma forma específica cm outros sistemas de coordenadas. Se 
estivermos considerando D em coordenadas cilíndricas, então V * D ainda indica a diver- 
génem de l>, ou 


V - D =i£w> + 


1 ÒD± SO z 
p ÒZ 


e essa expressão foi retirada da Seção 3,5. Não temos forma própria par ei V nos auxiliar 
a obter essa soma de derivadas parciais. Isso significa que Ííi, ainda não definido mas 
facilmente escrito em coordenadas cartesianas, não pode ser expresso por nós nesse 
momento em coordenadas cilíndricas.Tal expressão será obtida quando Ví/ for definido 
no C apílalo 4, 

Devemos- concluir nossa discussão de divergência apresentando um teórèmá que 
será necessário diversas vezes nos próximos capítulos» o teorema da divergência, Esse teo¬ 
rema sc aplica ei qualquer campo vetorial para o qual a derivada parcial apropriada exis¬ 
ta, apesar de ser mais fácil, neste caso. desenvolvê-lo para ei densidade de fluxo elétrico. 
Na realidade, já o obtivemos c temos agora pouco mais para acrescentar do que mostrá- 
lo c nomcá-lo, pois, começando da lei dc (iauss. 

<b D - dS = Q 

•f $ 

e fazendo 

Q= p v dv 
Ao I 


e enlEio substituindo p, pela igualdade 

V * D = .p. 


temos 



I) ■ dS = Q = 




1> dv 


A primeira e última expressões constituem o teorema üei divergência 



( 22 ) 
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Superfície fechada S 


VolUFlli.' I ■ 



Fig ura 3.7 O teorema da divergência define eue o fluxo 
tolal que atravessa a superfície fechada é igual á integra 
da divergência da dens dada de fluxo dentro do volu me 
envolvido Uma seção reta de volume é aqui mostrada 

que pode ser enunciado como: 

A integrul da componente normal de qualquer campo vetorial sobre Uma superfície 
feehadué igual ü integral d a divergência de$.$ç campo vetorial no volume delimitado pela 
superfície lediada. 

Novamente, enfatizamos que o teorema da divergência e verdadeiro para qualquer 
campo vetorial, apesar de o termos obtido especificam ente para a densidade dc fluxo elé¬ 
trico l>;mais tarde teremos oportunidade de aplicá-lo a diversos campos. Seus benefícios 
derivam do fato de ele relacionar uma integral tripla em algum volume com uma integral 
dupla mi superfície que delimita Lai volume, {.lomo exemplo, c mujto mais fácil procurar 
por vazamentos em uma garrafa cheia de líquido agitado, pela inspeção da sua superfí¬ 
cie, do que pelo cálculo da velocidade em cada ponto interno. 

O teorema da divergência se torna fisicamente óbvio se consideramos um volume 
v L euja seção reta é mostrada na Figura 3.7, que é delimitado pela superfície fechada S. 
Á divisão do volume em um grande número dc pequenos compartimentos dc tamanho 
diferenciai e a consideração de uma célula mos iram que o ÍIujío que diverge de tal célu¬ 
la entra, ou converge para, a célula adjacente, a menos que a célula contenha uma poT- 
ção da superfície externa. Resumindo, a divergência da densidade de fluxo por um 
volume leva,portanto, ao mesmo resultado que determinar o fluxo liquido que atraves¬ 
sa a superfície delimitadora. 

Vamos considerar este exemplo, para ilustrar o teorema da divergência. 


EXEMPLO 3.5 


Calcule ambos os fados do I corem a da divergência para o campo 1> - 2-vyü, + x~n í.7m : 
e o paralelepípedo retângulo formado pelos planos x = Uel ( y = 0e2,e? = 0e 3. 

Solução. Calculando primeiro a integral na superfície, notamos que D é paralelo às 
superfícies z = I) c : = 3, de forma que D ■ tiS 0. Para as quatro .superfícies restantes, 
temos 
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^ D ■ dS = J {D) x: d * { -dy dz fl T ) + J J^{ U). x ■ L * {dydz aj 


*3 *1 


/■ i 


+ í [ ( Ü )y-Q * (~dx dz a ) + / / (D) y _ 2 ■ (^-r dz a,) 

Jo Jti ./n Jrr 


■5 ^2 


■3 ,.2 


= “/ Í [D í ) x ^dydz+ I I (D), = ] dydz 

./ir -/<> 7 ci ./ií 

{D,) y _ ü í/r r /Z + / / (A)í-2 ^ 

J o ./ □ 



Entretanto, (//,),. = f) c (DJ, M = (/J.), ,, t> que deixa apenas 

1 1> ' dS = j j {DX-\dydz = j j lydyáz 


- 


4 tíz - 12 


1 ima vez que 


r ■!> = ^-(lí.v) + ^(r ! ) = I> 

dj ri V 


<t integnil volumétrica sc torna 


/ V - D e#v = / / / 2v í/r c/>- rfí = ( I 2ydydz 

I ./(I ./O JQ Ju ./II 


= /- 


4 dz = 12 


e a prova está completa, Lembrando da iei de (íaii-ss. percebemos que também deter mi- 
siEimoS que uniEi carga lotai de 12 f eneortra-ftC dentro desse paralelepípedo. 


£3,9. Dado o campo D - òpsen \òu f) 1 I t 5p cos Um\ calcule ambos os lados do 
teorema da divergência para a região delimitada por p — 2,4> - Q.ó - ir+z = 0 e z — 5. 

Resp. 225; 225 
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C Continuando a adicionar cargas, encontramos que o potencial resultante de /; cargas pon¬ 
tuais é 


V(f) 


Qi 


+ 


Qi 


4-n-eQlr f]l 4irfulr rd 


+ 


Q„ 


4írí,,!r - r„l 


ou 


V r (r) 


J7 


2 



4flff u |r - rj 


(17) 


Se cada carga pontual for agora representada como um pequeno demento cie uma dis¬ 
tribuição volumétrica continua de carga ^Av, então 


V(r) 


4 - -+“■+- 

4?re n lr - r 3 l 4nre 0 lr - r 2 i 4ire ( |lr rj 


À medida que permitimos c|ue o número de elementos se torne infinito* obtemos a 
expressão integra] 

<„> 


»•> - L 


vai 4iTf,.li — r'l 


Andamos uma boa distância do campo potencial de uma carga pontual única, e seria 
útil examinar (18) e refrescar nossa memória em relação ao significado de cada termo. O 
potencial l^r) é determinado em relação a um potencial s.cra de referência no infinito c 
é uma medida e\ata do trabalho executado para se trazer uma carga unitária do infinito 
para o ponto de campo em r no qual estamos calculando o potencial. A densidade volu¬ 
métrica de carga p t (r') e o demento diferencial de volume dv : combinam-se para repre¬ 
sentar uma quantidade diferencial de carga p.(r')^v' posicionada em r\ A distância ir — 
ri é a distância do ponto de fonte ao ponto de campo, A integral c uma integral (volu¬ 
métrica) múltipla. 

Sc a distribuição de cargas toma a forma de uma linha de cargas ou de uma lâmina 
de cargas, a integração é ao longo da linha ou sobre a superfície. 


V(i) = / 


P'JS)âL' 
4 ttc ] ,11 — r r l 


m 


V {t) - / 


PÁrjdl 
4n-€|jlr - r r l 


( 20 ) 


A expressão mais genérica para o potencial è obtida combinando (17). (18), (19) 

* (20), 

Essas expressões de integrais para o potencial em termos da distribuição de cargas 
devem ser comparadas a expressões similares para a intensidade de campo elétrico, tal 
como (18) na Se^ão 2.3; 

F( , _ f r ~ r 

Jm\ - r'l ? Ir - r'l 


O potencial novamente varia com o inverso üa distancia, c a intensidade de campo elé¬ 
trico varia com o inverso do quadrado da distância, A última, é claro, ê um campo vetorial, 
Para ilustrar o uso de uma dessas integrais do potencial, vamos calcular V no eixo 
t para uma linha de cargas uniforme p f na forma de um anel, p = u, no plano c = 0, 
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Figura 4 A O eampo potencial Ué um anel de Uens d a de linear undorme de uârga é 
lacümente obtido por V lp L {i')dL V(4i?í„ Ir - r’i). 


conforme mostra a Figura 4.4. Trabalhando com (19), temos dl.' = adé\t = £a ; , 
r' = mp, Ir - r r l = \Ter + z\e 


V-f 

■os 


4TT£ íh V / í7 1 + Z 1 


pL a 

2ên V? 4- z* 


Para um zero de referência no infinito, enlaoj 

1. O potencial devido a uma carga portuai única é o trabalho realizado para deslo¬ 
car uma carga unitária positiva do infinito até o ponto no qual desejamos o poten¬ 
cial, c o trabalho é independente do caminho escolhido entre cus dois pontos. 

2. O campo potencial na presença de certo número de cargas pontuais é a somít dos 
campos potenciais individuais devidos a cada carga. 

3. í) potencial devido a certo número dc cargas pontuais ou qualquer distribuição 
contínua de cargas pode assim ser calculado deslocando uma carga unitária do 
infinito até o ponto cm questão ao longo de qualquer caminho que escolhermos. 

Em outras palavras, a expressão paru o potencial (zero üe referência no infinito). 

Va = -/ E -'ÍL 

ou diferença de potencial 

Vab = Va ~ V £ =-f E dL 

não é dependente do caminho escolhido para a integral de linha, não importando a fonte 
do campo E. 
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Esse resultado é freqüie me mente enunciado dc forma concisa, lembrando-se de que ne¬ 
nhum trabalho é realizado ao se deslocar a carga unitária por qualquer caminho fechado, ou 



( 21 ) 


Um pequeno círculo é colocado no sinal de integração para indicar a natureza fecha¬ 
da do caminho. Esse círculo também apareceu na formulação da lei de Ciauss, em que 
uma mlegral de .•superfície fechada foi utili/.uda. 

À Equação (21) é verdadeira para campos estáticos, mas veremos no Capítulo 10 que 
Faraday demonstrou ser incompleta quando campos magnéticos variantes no tempo 
estavam presentes, Uma das grades contribuições de Mnxsvell para a teoria eletromagné¬ 
tica foi mostrar que um campo elétrico variante no tempo produz um campo magnético 
c. com isso. devemos esperar encontrar mais tarde que (21) não é correta quando E ou o 
campo magnético varia com o tempo. 

Restringindo nossa alenção para o caso estático no qual F não muda com o tempo, 
considere o circuito c.c. mostrado na Figura 4,5. Dois pontos, A c íf, estão marcados, e 
(21) determina que um trabalho nulo está envolvido no deslocamento de uma carga uni¬ 
tária de A até B por R 2 e por R if e depois de volta pata A por R ,, ou que a soma das dife¬ 
renças de potencial ao longo de qualquer caminho fechado é zero. 

A Equação (21) é, então, apenas uma fotmã mais genérica da lei circuitai de 
Kirchhoff para tensões, mais gerai na medida em que podemos aplicá-la a qualquer 
região na qual uni campo elétrico exista c não c.s íamos restritos a um circuito convencio¬ 
nal composto de fios, resistências e baterias, A Equação (21) deve ser corrigida antes de 
aplicá-la a campos variantes no tempo. Veremos isso no Capítulo 10 e, no Capítulo 13, 
seremos capazes de estabelecer a forma geral da lei de tensões de Kirchhoff para circui¬ 
tos nos quais tensões c correntes variem no tempo. 

GualqueT campo que satisfaça a uma equação do tipo de (21) Jsto é h em que n inte¬ 
gral dc linha fechada do campo é zero, c um campa conservatívo. O nome vem do lato de 
que nenhum trabalho é realizado (ou que a energia é conservada) ao longo de um cami¬ 
nho fechado. O campo gravítacionai também é conservatívo., pois qualquer energia 
despendida na movimentação (levantando) de um objeto contra o campo é recuperada 
exata mente quando o objeto é retornado (abaixado) para sua posição original, Um campo 
gravitíicional não conservatívo poderia resolver nosso problema dc energia para sempre. 


fflD f- (HO) 



B 


Figura 4-& Um problema de circuito c,c. simples que deve ser solucionado pe ! a aplicação 
de éll - tíL 0 na íorma da ei das lensões dc Kirchhoff. 
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Dado LiTii campo nãe> consenatíro T evidentemente é possível que a integral de linha 
seja zero para determinados caminhos fechados. Como exemplo, considere o campo de 
força [■' = sen irpa^. Ao redor de um caminho circular de raio p = p 1+ temos dL = p thfr 

<j>i' " í/L — j u seji-7rp|a^ + p 5 f/d»a f> — J n p,sen vp\íi<p — 2*rp]ãen 7rpi 

A integral é zero se p E — 1,2,3,..., etc,, mas não é zero para outros valores de p,, ou 
para a maioria dos outros caminhos fechados, e o campo dado não é conservativo. Um 
campo conservativo deve levar a um campo tudo para a integral de linha ao redor de 
todos caminhos fechados possíveis. 

£4.6. Sc tomarmos o zero de referencia para o potencial no inliiiilo, calcule O poten¬ 
cial em (0.2.2) causado por es sei configuração de cargas eio espaço livre: (í?) 12 tiCVni 
na linha p = 2,5 m, ' = 0; (f>) carga pontual dc 18 nC cm (l, 2, -I); (c) 12 n(7m na 
linha y = 2,5, z = 0, 

ftesp, 529 V; 43,2 V; 67,4 V 


4.6 GRADIENTE DO POTENCIAL 

Temos agora dois métodos para determinar o potencial: um diretamente da intensi¬ 
dade de campo elétrico por meio de uma integral dc linhíi c outro pela própria distribui¬ 
ção básica de cargas por meio de uma integral volumétrica. Nenhum dos dois métodos é 
muito útil na determinação dos campos na maioria dos problemas práticos, pois, como 
veremos, nem a intensidade de campo elétrico nem a distribuição de cargas São frequen¬ 
temente conhecidas. A informação preliminar é muito mais provável que consista cm 
uma descrição dc duas superfícies eqiii potenciais, tal como a situação dc termos dois con¬ 
dutores paralelos dc scçòes relas circulares em pólen ei a is de 100 V c - I í)t) V. Talvez dese¬ 
jemos encontrar a capacitància entre os condutores, ou as distribuições de carga e de cor¬ 
re me nos condutores d eis quais as perdas possam ser calculadas. 

Essas grandezas podem ser facilmente Obtidas pelo ctimpo potencial, e nosso obje¬ 
tivo imediato será utilizar um método simples para encontrar a intensidade de campo 
elétrico por meio do potencial, .lá temos a relação genérica entre essas duas grandezas, 
que é uma integral de linha. 



( 22 ) 


mus e muito iteiís iáeil utilizar na direção inversa: dado E„encontrar V. 

Entretanto, (22) pode ser aplicada a um elemento de comprimento muito curto AL 
ao longo do qual t é essencial mente constante, levando a uma diferença de potencial 
incremental AT, 


( 21 ) 
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Ifttfrirâtáuidâd* 


ÁV = -L * AL 
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-u.a 


Figura 4+0 O campo eletrostático de um dipolo pontua com seu momento na direção a.. 
Seis superfícies eqüi potência is &Aü idantilicadas com vaíoras ralativoa de V. 


Para obter um gráfico do campo potencial, podemos escolher um dipolo cm que 
Qd?[4TTtu) - 1, e então cosíí - Kr 2 . As linhas superiores e inferiores na Figura 4.10 
indicam eqíiípotenciais para as quais V = 0, +0,2, +0,4, +0,6, +0,8 c + 1, conforme 
indicado. O eixo do dipoio é vertical, com a carga positiva no topo. Às linhas de força 
para o campo elétrico são obtidas pela aplicação dos métodos da Seção 2,6 em coor¬ 
denadas esféricas. 


r dê sen# 
E, dr 2 cos fl 


ou 


dr 

r 


2 cotg 0 d0 


da qual obtemos 


r = CiSen 2 # 


As linhas de força, à direi la e à esquerda, mostradas na Figura 4.lí) são para C, = l, 
1,5,2 e 2,5. 
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O campo potencial do dipolo, Equação (34), pode ser simplificado usando o momento 
do dipolo. Vamos primeiro identificar o vetor comprimento direcionado de —Q para +Q 
como d e definir o momento de dipolo como (Jd e associa-lo ao símbolo p. Logo, 


p = Qá 


As unidades de p sao C ■ m. 

LJma vez que d ■ a r - d cos0, temos 

, P + a r 
4 ir€tíT 


Este resultado pode ser generalizado como 


V = 


I 


4irc ( |lr - 




(37) 


(3S) 


(39) 


onde t posiciona o ponto de campo /'cf determina o centro do dipolo, A Equação (39) 
c independente de qualquer si si cm a de coordenadas. 

O momento de dipolo p aparecerá novamente quando discutirmos materiais dielé- 
tricos. Uma vez que ele é igual ao produto da carga pela separação, nem o momento de 
dipolo nem o potencial mudarão á medida que Q aumentar e d diminuir, desde que o 
produto se mantenha constante. O caso limite de um dipolo pontual é atingido quando 
fazemos d se aproximar de zero e Q se aproximar de infinito, de modo que o produto p 
seja finito, 

Voltando nossa atenção para os campos resultantes, ü interessante notar que o campo 
potencial c agora proporcional ao inverso do quadrado da distância, e a intensidade de 
campo elétrico é proporcional ao inverso do cubo da distância em relação ao dipolo. Cada 
campo cai mais rápido que o campo correspondente para a carga pontual, mas isso não é 
mais do que deveríamos esperar, pois as cargas opostas parecem estar mais próximas entre 
si cm distâncias maiores e atuam mais como se fossem uma carga pontual de D C, 

Arranjos simétricos de maiores números de cargas pontuais produzem campos pro¬ 
porcionais ao inverso de potências mais e mais altas de r. lissas distribuições de cargas 
sâo chamadas de multtpolos, e são utilizadas em séries infinitas para aproximar configu¬ 
rações de cargas mais complexas. 

E* ,9. { m dipolo elétrico posicionado na origem no espaço livre tem um momento 

p = 3a, 2a, 4 a. nC ■ m. (a) Calcule V em F A {2,3, 4), (b) Calcule V em r = 2,5. 

9 = 30 °. ó = 40 a . 

Resp. 0,23 V; 1,97 V 

E4.10. Um dipolo de momento p - 6a. nC ■ m está posicionado na origem no espa¬ 
ço livre. (a) Calcule V em P{r — 4, (f = 20". tb = 0°). (b) Calcule E em P. 

Resp. 3,17 V; l,ÕKa, 4 0,29»,, V/m 
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4.8 DENSIDADE DE ENERGIA NO CAMPO 
ELETROSTÁTICO 

Introduzimos o conceito dc potencial pela consideração do trabalho realizado, ou 
energia despendida, no deslocamento de uma carga pontual por um campo eletrico, e 
agora precisamos solucionar as pendências daquela discussão, dando um passo adiante 
na investigação do fluxo de energia. 

Trazei' uma carga positiva do infinito ate o campo de unta outra carga posidva requer tra¬ 
balho, c esse trabalho c realizado pela fonte externa que inove a carga. Vamos imaginar que a 
fonte externa desloca a carga ate um ponto próximo da carga fixa e a mantenha lã, A energia 
deve ser conservada, e a energia gasta trazendo essa carga para a posição representa agora 
una energia potencial, pois se a fonte extern ei soltasse a earga L esla ultima aceleraria, afastan¬ 
do-se da carga fixa,e adquiriria sozinha energia cinética e capacidade de realizar trabalho, 

í lom o objetivo de encontrar a energia potencial presente em um sistema de cargas, 
temos de encontrar O LrahalhO realizado por uma fonte externa no posicionamento das 
cargas. 

Vamos começar visualizando um universo vazio. Trazer uma carga Q | do infinito alá 
qualquer posição não requer trabalho, pois não há campo presente/ O posicionamento 
de Q-. em um ponto no campo de Q { requer uma quantidade de trabalho dado pelo pro¬ 
duto da carga Q 2 pelo potencial naquele ponto gerado por Q y Representamos esse 
potencial por V 2 ,, onde o primeiro Subscrito indica a posição e O segundo subscrito, a 
fonte. Ou scja T V u é o potencial na posição de Q-, devido a Q y Logo, 

Trabalho para posicionar Q = Q 2 V 2 l 

Similarmente, vamos expressar o trabalho necessário para posicionar cada carga adi¬ 
cional no campo de Iodas ás outras já presentes; 

Trabalho para posicionar Q * = + Ch Vv 

Trabalho para posicionar Q+ = (J 4 V 4|] + Q Â V A2 + V A3 
e assim cm diante. O trabalho total á obtido somando-se cada contribuição; 

Trabalho total de posicionamento — energia potencial do campo 

= w £ - Q 2 V 2 l + Q 3 Vy 1 + Q 3 V^ + Ü A V iA 

+ QaVas. + QaVa* + ■" 1 ' 


Notando a forma de um termo representativo na equação anterior, 


Q&\i = Qi 


Q\ 


4xe ( |J? ia 


= Q^ 


Qt 


4íTiu^ll 


onde ííjjC J? 3I representam, cada urn.a distância escalar entre Q { e (> 3 . Vemos que pode¬ 
ria bem ter sido escrito, iguáImente, £), V ]A . Se c;id;i termo da expressão para a energia 
total é substituído pelo seu equivalente, temos 

H'£ + QiVw + Q 2 V 2J + Q{V [A + Q 2 V 2A t QM a + - (41) 


’ Contudo, alguém em uma íibricã no infinito precisaria, em priirueiiu lugar, realizar urna quantidade infinita 
du Lrabaltiú paria criar a carpa pufltUalt Quanta mnpia é ncc-csnária para juntar duan mtias cnrya-H para faívr 
uma carga unitária'? 




Yo u h ave e i th e r re a c h e d a p a g e th at i s u n a va i I a b I e f o r vi e vvi n g o r re a c h e d yo: u r vi ewj n g li rn i t f o rthis 

book. 
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E 4 . 11 . ("eiIcuIc ii energia armazenada mo espaço bvrc para li região 2 mm < < í inni, 

2 [)(j ^ 

0 < & < 90°, 0 < è < 90*\dado o campo dc potênciaJ V = :(«) - V;(í>) , ' ' V, 

Resp. 46,4 pj ; 36,7 ,f 
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PROBLEMAS DO CAPÍTULO 4 

4.1 O valor de L em P(p = 2,$ = 40°, z — 3) é dado como E — l.0()a, - ÍOOa^ + 3Ü0a. 
V/m« Peter mine O iTabalho incremental necessário pura deslocar um ei carg 23 de 
20 pC por uma distância de 6 (<i) na direção de a 0 ; (b) na direção de (c) na 

direção de a ;(íí) na direção de E:(e) na direção de G - 2a, - 3a, + 4a,, 

4 t 2 Uni campo cIntrico é dado como E = - M}e"(seil 2zfl c ■+ .v sen 2"»,, + 2-r cos 2?a.) 
V/m, (a) Calcule E em F(5,ü, tt/ 1 2) r {b) Quanto trabalho e realizado para se mover 
uma carga de 2 nC por um distância incremental de í mm a partir de P pela dire¬ 
ção de a A .? (<.■} Dc a,? (r/) Dc a.? (e) De (a, + a, + a.}? 

4*3 Se E = llOa^ V/m.calcule a quantidade incremental dc trabalho realizado na movi- 
me nt ação de uma. carga de 50 pC por uma distância de 2 mm de: (d) P{ I 1 2,3) ent 
direção a (7(2,. ], 4); (/>) (7(2,1,4) rui direção de /*(I.. 2„ 3), 

4*4 A energia despendida ao se deslocar uma carga de 4 pC da origem até ( r r h 0,0) 
ao longo do eixo jc é diretamente proporcional ao quadrado do comprimento do 
caminho. Sc = 7 V/m cm (1, 0,0), determine no eixo jt como uiiui função 
de x. 

4.5 Ualeule o valor de J A G * f/l. para (■ - 2yá, com ,4(1, —1,2) c F(2. I, 2) usando 

o caminho: (ír) segmentos dc tinhu tCLeí /l(l, t „ 2) para fi{], 1,2) pura / ] (2, 1,2); 

(fr) segmentos de linha reta /!(!,-1,2) para Ç{2, -1,2) para ^(2,1,2). 

4.6 Determine o trabalho realizado no deslocamento de uma carga dc 2 p(.' de (2, i, 
-I) até (8, 2, -1) pelo campo E - ya x 4- ,va, ao longo da (a) parábola 
x = 2> ,: ,(í>) hipérbole jc = 8/(7 - 3y);{c) linha rctajr = 6v -4. 

4.7 Seja G - Ury 2 ^ i 2"a.- Dado o ponto inicial F(2, U)to ponto final (7(4,3, 1), 

calcule j G ■ <1L usando o caminho: (a) linha rcta:y = x - 1, z - 1; (í>) parábola: 

6y = x 2 + 2 t z - 1 * 
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4 + K Dado E - ■ .va l 4 vsi ,. c u lc u le o i rub a I ho em volvi dono des I ücü m e n to de um a ca rg a 
unitária positiva por um arco circular do círculo centrado na origem, de Jt - ti até 
x = y - a/V 2* 

49 Uma densidade superficial de carga uniforme de 2U nO'm : ' está pTesente na 
superfície esférica r - 0 t ó cm no espaço livre, (cr) Calcule o potencial absoluto 
em F(f ~ 1 cm, & ~ 25°, 4> — 50°). ((?) Calcule V aB dados os pontos A(r = 2 cm. 
0 = 3Ü*> ó = m e /í(r = 3 cm, Íí = 45°, d- = £ )0 U ). 

4.1(1 Expresse o campo potencial de uma linha de cargas infinita (ir) com zero de refe¬ 
rência cm p ~ p„;(b) com V ~ V u cm p _ p íy (c) O zero de referência pode ser colo¬ 
cado no infinito? Por í.jnê? 

411 Seja uma densidade superficial de carga uniforme de 5 nC/m 2 presente no plano 
Z ~ d, unia densidade linear de carga uniforme de S nG'm pOsiciOnadá cm x = 0. 
z - 4,c uma carga pontual de 2 pC presente em ^(2^0,0), Se V — 0 em M(0,G,5), 
calcule V em N{ 1,2,3). 

4 J2 Em coordenadas esféricas, F = Irfir 2 + íT-)-a r Y/m- Calcule o potencial em 
qualquer ponto, usando a referência (a) V = 0 no infinito; (fr) V - 0 em r = 0; 
(c) V = 100 V em r = tí. 

413 Três cargas pontuais idênticas, de 4 pC cada, estão posicionadas nos vértices de um 
triângulo equilátero de 0,5 mm de lado. no espaço livre. Quanto trabalho deve ser 
realizado para mover uma carga para um ponto eqüidistante das outras duas e na 
linha que as une? 

414 Dado o campo elétrico E - (y -4l)a, 4 (x — l)a v 4- 2a.. calcule a diferença de 
potencial entre os pontos (íi) (2, -2, -1 ) e (0,0,0); (/>) (3,2, — 1) e (--2, -3,4). 

4 + l5 Duas linhas de cargas uniformes de & nCYm cada estão posicionadas em x = I. 
z - 2,e em x - — Ly = 2, no espaço livre. Se o potencial na origem vale 1 (KJ V, cal¬ 
cule V em P{ 4, Q 3). 

4+1 (t O pote nc ia I em q ua lq u er pon to d o espaço é d ad o, e m cotud c n a d a s cilín d ri c as. por 
V - (k/p) cos (b<j>) V/m, onde k e h são constantes, (n) Onde está o zero de refe¬ 
rência para o potencial? (b) Calcule o vetor intensidade de campo elétrico em 
qualquer ponto (p, é. z). 

417 Densidades superficiais de carga uniformes de b e 2 nC/ni 2 estão presentes em 
p = 2 e h cm, respecti va mente, no espaço livre. Considere que V = 0 em p = 4 cm 
e calcule V em: (tf) p ~ 5 cm; (6) p = 7 cm. 

418 Calcule o potencial na origem produzido por unia linha de cargas p, = kxl(x 2 + 
u 2 ) q ue se estende ao longo do eixo x de x = ti até 4-“, onde a > 0, Assuma o zero 
de referência no infinito, 

4.19 A superfície anelar 1 cm < p < 3 cm, z = 0, está carregada com a densidade super¬ 
ficial não uniforme de carga p K = f>p nC/m 2 . £ 'alcuJe V em r(0. 0,2 cm) se V = 0 no 
infinito. 
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4 + 2h Unicarga pontual Q está posicionada na origem. Expresse o potencial em ambas 
as coordenadas cartesianas e cilíndricas, e utilize a operação de gradiente em cada 
sistema de coordenadas para calcular a intensidade de campo elétrico. O resulta¬ 
do deve ser conferido,convertendo-o em coordenadas esféricas, 

4.21 Seja V — 2xy 2 z s + 3 ln(.r 2 + 2y 2 + 3z ’) V no espaço livre. Calcule cada uma das 
seguintes grandezas em /*(3, 2.-1): Ç?) V\ (b) V\: {c) E; [d) IEt; (e) a v ; (/) D, 

4.22 Um certo campo potencial c dado em coordenadas esféricas por V = Vjrfa) sen 0. 
Calcule a carga total contida dentro da região r < «. 

4.23 Sabe-se que o potencial é dado como V = V. Assumindo as condições de 
espaço livre,calcule: (a) E ;(b) a densidade volumétrica de carga em p = 0,5 m;(c) 
a carga total presente dentro da superfície fechada p = 0,6,0 < z < 3. 

4.24 A superfície definida pela equação x* + y 2 + z = 1000. onde .r,y e z são positivos, 
é uma superfície eq Ui potencial na qual o potencial vale 200 V. Se L =50 V7m no 
ponto /’(7, 25, .32) sobre a superfície, calcule K. 

4.25 Dentro do cilindro p = 2, 0 < z < 3, o potencial é dado por V = 100 -f- 50 p + 
15 0p sen t/> V. (a) Calcule V. E, I) e p, em iT(U 60°, 0,5) no espaço livre, (b) Quanta 
carga está presente dentro do cilindro? 

4 + 26 Consideremos unia placa muito lira.quadrada e condutora imperfeita.de 2 m de 
lado, posicionada no plano z = 0 com um vértice na origem, de modo que perma¬ 
neça totalmcnie dentro do primeiro quadrante. O potencial cm qualquer ponto da 
plâea é dEido por V ~ c 1 sen y, {a) Um elélron entra na placa em x - 0,y = tt/3 
cüih velocidade inicial zero. Em qual direção está seu movimento inicial? {b) Por 
causa de colisões das partículas na placa,o elétron atinge uma velocidade relativa- 
mente baixa e pequena aceleração (o trabalho que o campo exerce nele. em gran¬ 
de parte, é convertido em calor). O elétron se move. portanto, ao longo de uma 
linha dc força. Onde ele deixa aplaca e em que direção estará se movimentando 
nesse instante? 

4.27 Duas cargas pontuais de 1 nC em (0,0,0,1) e -1 nC em (0,0, -0,1) estão no espa¬ 
ço livre. (íí) Calcule V em P(03.0,0.4). (£) Calcule IEI em P. (c) Agora trate as duas 
cargas como um dipolo na origem e calcule V em P, 

4.28 1 !se a intensidade de campo elétrico de um dipolo [Seção 4,7. Equação (36) | para 
calculai' a diferença no potencial entre pontos em fí ct e cada ponto tendo as mes¬ 
mas coordenadas re Sob quais condições a resposta concorda com a Equação 
(34), para o potencial em 0 a ? 

4 + 29 Um dipolo que lem um momento p — 3a, 5a, + lüsi. n(" j m eslá posicionado 

em Q(\ ,2, -4) no espaço livre. Calcule V em F(2,3 T 4), 

4 + 3h Um dipolo para o qual ji - lOe,,a. C ■ m está posicionado na origem. QuaE é a 
equação da superfície na qual E. = D mas E E (1? 
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4+31 Um câmpo de potencial nu espaço livre é expresso como V ~ 2í}f(xyz) V- 
(ü) Calcule a energia total armazenada dentro do cubo 1 < x, y, z < 2. (p) Oual 
vai nr seria obtido caso fosse assumida uma densidade uniforme de energia igual 
ao valor no centro do cubo? 

4J2 (ei) Utilizando a Equação (36), calcule a energia armazenada no campo do dipolo 
na região r > a. (ft) Por que nao podemos deixar a st aproximar de zero, no limite? 

4+33 Unia esfera de cobre de 4 cm de rato está carregada com uma carga total unifor¬ 
memente distribuída dc 5 fii\ no espaço livre, (tj) Use a lei de Gauss para achar 1> 
externo à esfera, (fc) Calcule a energia total armazenada no campo eletrostático, 
(c) Use W } . - (]-f(2C) para calcular a capacidade da esfera isolada, 

4.34 Unta esfera de raio a contem uma densidade volumétrica dc carga uniforme 
p,. C/nr 5 . Encontre a energia total armazenada aplicando (a) Equação (43); (£?) 
Equação (45), 

4.35 Quatro cargas pontuais de 0,8 n( ’ estão posicionadas, no espaço Livre, nos vértices 
dc um quadrado de 4 cm de lado, (cr) Calcule a energia potencial total armazena¬ 
da. (6) Uma quinta carga de 0$ nC é instalada no centro do quadrado. Nova mente 
calcule a energia total armazenada. 



Corrente e Condutores 

N este capítulo e no Capítulo b aplicaremos as. íuis e os métodos que aprendemos 
a alguns dos materiais com os quais um engenheiro deve trabalhar. Após definir 
corrente c densidade de corrcnlc c desenvolver a equação fundamentai da con¬ 
tinuidade. vamos considerar uni material condutor e apresentar a lei de Ohm tanto na 
sua forma microscópica quanto na macroscópica. Com esses resultados poderemos cal¬ 
cular valores de resistência para algumas das formas geométricas mais simples que os 
re si st ores podem assumir. As condições que devem ser respeitadas nas fronteiras dos 
condutores serão encontradas em seguida, e esse conhecimento nos possibilita introdu¬ 
zir o uso das imagens. Concluímos o capítulo considerando as propriedades de um .semi¬ 
condutor genérico. 

No Capitulo 6 investigaremos a polarização de materiais dieiétricos e definiremos a 
permissividade relüEiva, cm a constante dietelrica um importante parâmetro de enge¬ 
nharia. Tendo condutores e dieiétricos, poderemos então colocá-los juntos para formar 
capacitores. A maioria do conhecimento oblido nos capítulos anteriores será necessária 
paTU determinar a capacitância das estruturas que serào consideradas. 

Os princípios eletromagnéticos fundamentais dos quais resistores e capacitores 
dependem formam o assunto deste capítulo e do Capítulo 6.0 indutor será estudado no 
Capítulo 9. ■ 

5.1 CORRENTE E DENSIDADE DE CORRENTE 

Cargas elétricas em movimento constituem uma corrente. A unidade de corrente é 
['» ampere (Aj, definido como a taxa de movimento de cargas que passam por um dado 
ponto de referência (ou atravessando um dado plano de referencia) de um coulomb por 
segundo. A corrente c simbolizada por /, portanto* 

<* ( 1 ) 

A corrente é, então, definida como o movimento de cargas positivas, apesar de a 
condução em metais ocorrer pela movimentação de elétrons, conforme veremos em 
breve. 
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AQ - p v A t> 



/ 


AS Al 



í,ff> 


ib) 


Figura 5.1 Um incremento de carga, A£) que se move por uma disláncia A.v em 

um tempo Al produz uma componente de densidade de corrente no imite de J, f>, i, 


Ilm teoria de campo, usualmente, estamos interessados em eventos que ocorrem 
em um ponto, cm vlv do cm alguma região ampla, c acharemos nuiis útil o conceito de 
densidade de corrente, medida em ampères por metro quadrado (A/m 2 ). A densidade de 
corrente é um vetor 1 representado por J, 

O incremento de corrente A/ que atravessa uma superfície incremental AS normal 
à densidade de corrente é 


At ^ JyAS 

e no caso em que a densidade de corrente nâo é perpendicular a superfície, 

Al = J AS 

A corrente lota] c obtida por integração 




A densidade de corrente pode ser relacionada ã velocidade da densidade volumé¬ 
trica de carga em um ponto. Considere o elemento de carga AQ => Av = p r AS A/., con¬ 
forme mostra a Figura 5/1 a. Para simplificar a explicação, vamos assumir que o elemento 
de carga está orientado com suas arestas paralelas aos eixos coordenados e que possua 
apenas uma componente x de velocidade. No intervalo de tempo Ar, o elemento de carga 
se moveu por uma distância /At, como indica a Figura 5.1b. Movemos, então, uma carga 
A(^ = p t A,V A.r por um plano dc rcfcrÊncia perpendicular ã direção de movimento em 
um incremento de tempo Ar, e a corrente resultante é 


1 Corrente nao é um vetot, pois tí fiei] visualizar um problema no quíil uma corrente total l tm um comiu- 
tür de seção reta mãü Uniforme (como uma eifera) tieve ter direções diferentes um cada ponto de uma dada 
seção reta. A correute em um fio estrema mente fJjio. ou uma cornnie tfinmcniar. é ocasional mente defini¬ 
da como um vetor, mas atualmente preterimos; ser consintenles e dar ,i direção Ao filamento-, ou caminho, e 
não ã correnLe. 
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A / 


A{? 

Ar 


P v 


Aí 

Ar 


Quando tomamos o limite com relação ao tempo temos 

M = p. AiV, 

onde v x representa a componente em .v da velocidade v. Em termos de densidade de cor¬ 
rente encontramos 

/t = P,- V .T 


e, de uma forma genérica, 



Este último resultado mostra de forma muito dara que a carga em movimento se 
constitui em corrente. Chamamos esse tipo de corrente de corrente de convecção, e J ou p,.v 
é a densidade de corrente de convecção. Note que a densidade de corrente de convecção 
esta |ineanuente relacionada à densidade de carga, assim como â velocidade. A laxa de 
fluxo de massa de carros (carros por metro quadrado por segundo) no Túnel Holland 
poderia set aumentada tanto pelo aumento na densidade de carros por metro cúbico quan¬ 
to pelo aumento d ei velocidade doscarros.se os motoristas fossem capazes de assim o fazer. 


E5-1, Dado o vetor densidade de corrente I - 1 0p ? £a íf - 4 p cos' é a., mA/m(a) cal¬ 
cule a densidade de corrente em P(p = 4, 4 f = 30°, ; = 2); (b) determine a corrente 
total que flui para fora da faixa circular p = .3,(1 < rA < 2 ir, 2 < z < 2,b. 

Resp. I80a p - 9a^ mA/m 2 ; 3,26 A 


5.2 CONTINUIDADE DA CORRENTE 

Apesar de Supostamente estarmos estudando campos ustEitjcos neste momento, 
a introdução do conceito de corrente é seguida logicamente por uma discussão sobre a 
conservação da carga e da equação da continuidade. O princípio da conservação da carga 
determina simplesmente que cargas não podem ser criadas nem destruídas, apegar de 
quantidades iguais de cargas positivas e negativas poderem ser simulhmeamente criadas, 
obtidas por separação, destruídas ou perdidas por recombinaçao, 

Â equação da continuidade vem deste princípio* quando consideramos qualquer 
região limitada por uma superfície fechada. À corrente pela superfície fechada é 

f = jj .1 - dS 

c esse fluxo paru fora dc carga positiva deve ser ba lanceado pch> decréscimo de cargas 
positivas (ou. tii(vez, um aumento de cargã negativa) dentro da superfície fechada. Se a 


A letra i- minúscula í utilizada tanto pata volume quanto para velocidade. Note, entretanto, que velocidade 
Sempre aparece como Um Vetor v. Uma componente v x OU uma intensidade Ivl. etiquanto o volume uparece ape¬ 
nas na forma diferencial como rfr ou Av. 
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carga dentro da superfície fechada é denotada por (?, então a taxa de decréscimo é 
—dQjfdLe o princípio de conservação de cargas requer 


/ = 



à S 


d(_l 

dt 



Seria bom responder aqui a uma pergunta frequentemente formulada.?'Não há um 
erro no sinal? Pensei que fosse / — dQJdíT A presença ou ausência de sinal negativo 
depende de qual corrente e carga consideramos, ba teoria de circuitos, usualmcnte, asso¬ 
ciámos o fluxo de corrente paríi dentro de um terminal de um capacitor com a tEixa tem¬ 
poral de aumento da carga naquela placa. A corrente de (4), entre tanto, flui para fora . 

À Equação (4) c a fonna integral dn equação da continuidade, c a forma diferencia!, 
ou pontual é obtida utilizando o teorema d:i divergência para mudar a integral de super¬ 
fície em uma integral volumétrica: 

</j ■ dS - f (V - J )cfv 


Em seguida. Te presen ta mos a carga envolvida Q t pela iniegral volumétrica da densidEsde 
de carga 

f (T 1 l)dv = -^r f p , 

Jvill (11 J V| -,| 


dv 


Se concordamos cm manter a superfície constante, a derivada torna-se uma deriva¬ 
da parcial ei pode aparecer dentro da integral 


f {V - J)dv - / -—í/v 

t vü 3 ./voJ fH 


Uma vez que a expressão é verdadeira para qualquer volume, desde que pequeno, ü 
verdadeiro para um volume incremental 

f)p v 

{V * J)Av = ——Av 
3t 

d ei qual temos nossa forma pontual da equação da continuidade. 


(V ■ J) = 


dt 


(5) 


Relembrando o significado físico da divergência, essa equação índica que a corren¬ 
te, ou carga por segundo, que diverge de um pequeno volume, por unidade dc volume, c 
igual à taxa temporal de decréscimo da carga, por unidade dc volume, em cada ponto. 

Como um exemplo numérico ilustrando alguns dos conceitos das duas ultimas 
seções, vamos considerar uma densidade de corrente que está direcionada radial mente 
pura fora e decresce exponencialmente com o tempo, 

J = 1 e J Uu A/nr 
r 

Selecionando um instante de tempo í — 1 s, podemos calcular a corrente lotai que flui 
para fora em r = Sm: 


I = J,S = (if ')(4ir^) = 23,1 A 
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ÁlCIL ■ S 


l = JS 


C"(inídiitivLdadc u 
V 


E 


Figura 5.3 Denji dacie de corrente J e intensidade de Campo elétrico E un-formea en uma 
íeg'ào cilíndrica de comprimento L a aeçáo rota do área S Aqui V= I R. onde R = LfaS. 


Lm 


] DgO, 


ou 


V = EL 



V 



L 
> S 


A ra/ão da diferença de potencial entre as duas extremidades dü cilindro pela cor¬ 
re rale que entra no terminal miais positivo, contudo, é conhecida da teoria elementar de 
circuitos como a resistência do cilindro e, logo, 



(U) 


rui qual 



(13) 


Ai:q nação (12) c\ ital ara lm ente, conhecida como lei de Ohm, e (1.1) nos permite cal¬ 
cular a resistência R. medida em oh ms (abreviada como fí), de objetos condutores que 
possuem campos uniformes. Se os campos não são uniformes, a resistência pode ainda ser 
definida cOmü a razão de V por /, onde V é a diferença de potencial entre duas superfí¬ 
cies eqüipotenciais especificadas no material e f é a corrente total que atravessa a super¬ 
fície mais positiva no material. Pelas relações integrativas genéricas em (10) e (ll). e pela 
lei üc Ohm (8), podemos escrever essa expressão mais genérica para resistência quando 
os campos não são uniformes. 



— f E ■ tlL 

Jh 

j O- E * ífS 


( 14 ) 


A integrai de linha é tomada entre as duas superfícies eqüi potência is no condutor, e a 
integral de superfície é calculada na mais positiva dessas duas equipo tendais, Não pode- 
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mos resolver esses problemas não-uní formes neste momento, mas deveremos ser capazes 
de resolver vários deles após passarmos pelos Capítulos 6 e 7. 


EXEMPLO 5.1 


Como um exemplo da determinação da resistência de um cilindro, vamos calcular a resis¬ 
tência de um fio de cobre #16 de 1.609 m de comprimento e, 3,291 mm de diâmetro, 

SaJução. O diâmetro do fio é 1,291 x 10 3 m, a área da seção reta é n( 1,291 x 10 V ; 2) 2 
- 1,308 x 10 h nv e o comprimento é í .609 m. Utilizando uma condutividadc de 5,80 x 
10 7 S/rn, a resistência do fio é„portanto. 


1609 

(5.S0 x 10 7 )(U08 x 10 '*} 


21,2 0 


Esse fio pode segura mente suportar 10 A c.c., correspondendo a uma densidade de 
corrente de 10/(1,508 X 10 *) = 7,65 X IO A/m 2 T oiii 7,65 A/mm 2 . Com essa corrente, a 
diferença de potencial entre as duas extremidades do tio é 212 V,a intensidade do campo 
elétrico c 0312 V/in, a velocidade de deriva é 0,000422 m/s, üu um pouco mais que 1/4 de 
quilômetro por semana, e a densidade de carga de elétrons livres é ■ 1 ,81 X Ifl 1 " 0'm\ ou 
aproximadamente um elétron por cubo de dois àngstrons de lado. 


E5.3, Calcule a magnitude da densidade de corrente em uma amostra de prata para a 
qual tr = 6,17 X 10' S/m c ^u. = Q,0056 in-/V ■ s se: (íí) a \ eloeidade de deriva é 1,5 /im/s; 
(/>) a intensidade de campo elétrico é I mV/m; (c) a amostra é um cubo de 2,5 mm de 
lado e tem uma tensão de 0,4 mV entre faces opostas; (ti) a amostra é um cubo de 2.5 
mm de Indo e por ela passa uma corrente total dc 0,5 A. 

R*se. 16,5 kA/m 2 ; 61,7 kÀ/m a ; 9,9 MA/m~; 80,0 kA/m 1 


E5.4. 1 m condutor de cobre tem 15,24 mm de diâmetro e 365,7 m de comprimento, 
( onsidere que por etc circule uma corrente total de 50 A, {«) ( aleule a resistência total 
do condutor, (6] Que valor dc densidade de corrente existe nele'. 1 (c) Qual é a tensão 
continua entre as extremidades do condutor? (d) Quan ta potência é dissipada nu fio? 

Resp. 0,035 Í2; 2,74 X 10* A/m-; 1,75 V; 86,4 W 


5.4 PROPRIEDADES DOS CONDUTORES 
E CONDIÇÕES DE FRONTEIRA 

Mais uma ve/ devemos temporariamente partir dc nossas condições estáticas assumi¬ 
das e deixar o tempo variar por alguns rnicrossegundos paru verificar o que acontece quan¬ 
do a distribuição de cargas é subitamente desbalanceada dentro de um material condutor. 
Vamos supor,para íins de argumentação.que apareça subitamente uma quantidade de elé¬ 
trons no interior de uui cOndulor. Os campos elétricos criados por CsscS elétrons não .são 
contrapostos por nenhuma carga positiva, e os elétrons, portanto, começam a acelerar afas- 
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tan do-se uns dos outros. Isso continua até que os elétrons atinjam a super fiei c do condutor 
ou até que unia quantidade de elétrons igual a quantidade injetada atinja a superfície. 

Nesse ponto,a progressão dos elétrons afastando-se uns dos outros é interrompida, 
pois o material que envolve o condutor é uni isolante que não possui uma banda de con¬ 
dução conveniente. Nenhuma carga deve permanecer dentro do condutor. Se assim acon¬ 
tecesse, o campo elétrico resultante forçaria as cargas em direção à superfície. 

Por isso, o resultado final dentro de um condutor é uma densidade de carga igual a 
zero, e uma densidade superficial de carga em sua superfície exterior. Essa é uma das 
duas características de um bom condutor. 

A outra característica, enunciada para condições estáticas nas quais nenhuma cor¬ 
rente pode fluir, deriva diretamente da lei de Ohm: a intensidade de um campo elétrico 
dentro do condutor é zero, Fisicamente, vemos que se um campo elétrico estivesse pre¬ 
sente, os elétrons de condução se moveríam e produziriam uma corrente, levando, assim, 
a uma condição não-estática. 

Resumindo, para a eletrostática, nenhuma carga e nenhum campo elétrico podem 
existir em qualquer ponto dentro de um material condutor. Contudo, a carga pode apa¬ 
recer na superfície, na forma do uma densidade superficial de carga, e nossa próxima 
investigação vai tratar de campos externos ao condutor. 

Desejamos relacionar esses campos esternos ã carga na .superfície do condutor. (!) 
problema é simples, e vamos primeiro direcionar nosso caminho para uma solução com 
pouca matemática. 

Se a intensidade de campo elétrico externo for decomposta em duas componentes, 
uma tangencial e outra normal à superfície do condutor, perceberemos que a componen¬ 
te tangencial é zero. Se não fosse zero, uma força tangencial seria aplicada aos elementos 
de carga superficial, resultando no seu deslocamento e em ccmdtçócs nãO-eStá liças. Umà 
vez que condições estáticas são assumidas, a intensidade de campo elétrico c a densida¬ 
de de fluxo elétrico tangenciais são zero. 

A lei de Gauss responde às nossas perguntas relativas à componente normal, O fluxo 
elétrico que deixa um pequeno incremento de superfície deve ser igual ã caiga que resi¬ 
de iiEí superfície incremental. O fluxo não pode penetrar no condutor, pois o campo total 
é zero. então, deve deixar a superfície normalmente. Quántitativamente, dizemos que a 
densidade de fluxo elétrico em coulombs por metro quadrado que deixa a superfície, nor- 
mal mente, ú igual à densidade superficial de carga em coulombs por metro quadrado. Ou 

d n ~ Ps- 

Sc utilizarmos alguns dos nossos resultados anteriorniente derivados na realização 
de uma análise mais cuidadosa (c inddcntalmcntc introduzir um método genérico que 
deveremos utilizar depois), deveremos estabelecer uma fronteira entre um condutor e o 
espaço livre (Figura 5,4), mostrando as componentes tangencial e normal de li e E no 
lado do espaço livre da fronteira. Ambos os campos são zero no condutor. O campo tan¬ 
gencial pode ser determinado aplicando a Equação (21), Seção 4,5, 

á E * ilL = 0 


ao redor do pequeno caminho fechado íihcda. A integral deve ser fragmentado cm qua- 
iro partes: 
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Fig ura 5,4 Um çsminfKi fechado a gmn superfície gaussisna apropriados são utilizados 
para determinar as cor.dtções de fronteira na fronteira entre um conduvor e o espaço :ivre, 

E r = 0 e D N = ps. 

Lembrando que E = 0 dentro do condutor, fazemos com que o comprimento de a até b 
ou de c até d seja Ah* e de b paru c ou de d pãTa tr seja A/j, e obtemos 

E,Aw ~ E„ emb \ Ah + E Aemtf {Ah = 0 

À medida que permi limos A/r se aproximar de zero, mantendo Are pequeno mas fini¬ 
to, não faz diferença Se os campos normais SfiO ou não iguais em ít e fr, pois Ah faz esses 
produtos ficarem desprezivelmente pequenos. Logo, 

E t Aw = 0 

e, assim, 

E t = i) 

A condição relativa ao campo normal é encontrada mais rapidamente considerando 
D v cm vez de £‘ v , c escolhendo urn pequeno cilindro eomo superfície gaussiana, Seja a 
altura A/t c sejam as áreas nas faces do topo e da base A,S\ Novamente vamos fazer A/f se 
aproximar de zero. Usando a lei de Gauss, 

D ■ dS = Q 

integramos sobre as trés superfícies distintas 



e verificamos que as duas últimas são zero (por diferentes razoes). Então, 

D N AS = Q = Ps AS 

ou 



D\ — ps 
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5+22 O segmento de reta jt = 0, -1 ^ y -í 1+ z '*■ I carrega uma densidade linear de 
carga p ( = irlyl /jC m Seja z =■ 0 um plano condutor determine a densidade super¬ 
ficial de carga cm: (a) (O, 0,0); {b) (0, 1,0), 

5+23 Um dipolo com p - Ü.la í pC * m está posicionado em A (1,0+0) no espaço livre, c 
o plano x = 0 é perfeitamente condutor («) Calcule V em P(2 ,0,1). (£) Encontre 
a equação du superfície cqüipoLeneia! de 200 V em coordenadas cartesianas. 

5.24 À uma certa temperatura.as mobilidades dos elétrons e dos buracos no germânio 
intrínseco são dadas como 0,43 m7V - s e 0+21 m : /V 4 s, respectiva mente. Se as con¬ 
centrações de elétrons e de buracos são ambas de 2,3 X II) 1 " in \ calcule a condti- 
ti vi d ade nessa temperatura. 

5.25 As concentrações de elétrons e buracos aumentam com a temperatura. Para o silí¬ 
cio puro, expressões adequadas são p ti = -p„ = 62007 1 £ 7mÁ dependência 

funcional das mobilidades com a temperatura é dada por ma - 23 X IIVT ' ' mW * 
se ft' = 2,1 X 10 S T ' ui->/V ’ s+onde a temperatura té em graus Kclvin. Encontre 
<7 em: (a) 0 Ü C; [b) 4(PC; (c) S0°C 

5.26 U ma amostra de semícon dutor te in u ma seção re ta reta ngu lar de 1,5 nim por 2 JÜ m m, 
e um comprimento de 11,0 mm. O material tem densidades de elétrons e buracos 
de 1,8 X l0 Jli e 3.0 X IO 35 m \ respectiva mente. Se ju f - 0+082 mW ■ m é p h ~ 
0,0021 rtv/V - m, calcule a resistência oferecida entre as faces es tremas da amostra. 
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Dielétricos e Capacitância 

T endo investigado as propriedades de meias condutores no Capítulo 5, voltamos 
agora nossa atenção para os materiais isolardes, ou dielétricos. Tais materiais dife¬ 
rem dOS eí tndutores no sentido de que, ideal mente, não existe eurga livre que 
possa ser transportada em seu interior para produz ir corrente de condução. Em vez 
disso, todas as cargas estão confinadas à estrutura molecular ou cristalina pelas forças de 
coulomb. lUn eampo elétrico aplicado tem o efeito de deslocar cargas ligeiramentc, 
levando â formação de um conjunto de dipolos elétricos. A extensão desse efeito é medi¬ 
da pela permissividade relativa, ou constante dielétrica. À polarização do meio pode 
modificar o campo elétrico.eujji intensidade, direção c sentido podem diferir dos valores 
que apareceriam em um dielétrico diferente ou no espaço livre. Condições de fronteira 
para os campos nas interfaces entre dielétricos são investigadas com o objetivo de a va¬ 
li em essas diferenças. 

O princípio do deslocamento das cargas constitui-se em um mecanismo de armaze¬ 
namento de energia que se torna útil na construção de capacitores. Além disso, a respos¬ 
ta do dielétrico a campos variantes no tempo, partícula rmente z ondas eletromagnéticas, 
é extremamente importante para o entendimento de muitos fenômenos físicos e para o 
desenvolvimento de dispositivos úteis. conforme consideraremos ern capítulos mais â 
I rente. Deve-se notar lambém que a maioria dos materiais possuirá ambas as proprieda¬ 
des dielétrica e condutora, isto é. um material considerado dielétrico pode ser ligeira¬ 
mente coii d u li vo. e um material que ú príncipalntetUe coa d u ti vo pode ser ligeira mente 
pülarizável, Essas variações dos casos ideais levam a alguns comportamentos interessan¬ 
tes, particularmente com relação aos efeitos na propagação de ondas, conforme será visto 
posteriormente. 

Seguindo a discussão dc materiais dielétricos, os eapaeitores devem .Ser levados em 
conta - particular mente com relação a qual capacitância pode ser obtida por uma dada 
combinação dc condutores e dielétricos. O objetivo é apresentar os métodos de cálculo 
dc capacitância para uma quantidade de casos básicos, incluindo geometrias de linhas de 
transmissão, e ser capaz de fazer julgamentos com relação a como a capacitância será 
alterada por mudanças nos materiais ou nas suas configurações. Am h os os métodos ana¬ 
lítico a gráfico para determinação da capacitância Sáo discutidos. Procedimentos unaliti- 
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los adicionais c métodos numéricos que podem ser aplicados para cômputo da capaci- 
tância serão desenvolvidos no Cupíiulo7 r ■ 

6,1 A NATUREZA DOS MATERIAIS DIELÉTRIG0S 

Apesar de já lermos mencionado materiais isolantes e dielélricos, ainda não possuí¬ 
mos nenhum li relação quanlilaliva nas quais eles estão envolvidos. DcvemOs ver breve- 
mente, entretanto, que um di elétrico em uni campo eletrico pode ser visto como um 
arranjo de di polos elétricos microscópicos no espaço livre,são compostos de cargas posi¬ 
tivas c negativas, cujos centros não coincidem exatamente. 

Essas não são cargas livres c não podem contribuir para o processo de condução. 
Ao invés disso, elas são seguras cm seus lugares por forças atômicas c moleculares c 
pode m apenas trocar de posição Ligeinimente em resposta a campos externos. Elas são 
chamadas dc cargas ligadas* em contraste com as cargas livres que determinam a con- 
dulividade. As cargas ligadas podem ser tratadas como quaisquer outras fontes de 
campo eletrostático. Sc não desejássemos, portanto, não precisai íamos introduzir a 
constante di elétrica conto um novo parâmetro ou Lidar com permissiva d ades diferentes 
da permissividade do espaço livre. Contudo, a alternativa seria considerar Sodas as car¬ 
gas em um pedaço de maserial dielétrico, Esse é um preço muito alto a ser pago para uti¬ 
lizar todas as nossas equações anteriores sem modifica -las, e vamos, portanto, gastar 
algum tempo teorizando sobre dielétricos de uma maneira qualitativa, introduzindo a 
polarização P, a permissividade f,a permissividade relativa r , e desenvolvendo algumas 
relações quantitativas envolvendo essas novas grandezas. 

A característica que todos os materiais di elétricos possuem em comum — não 
importando se são sólidos, líquidos ou gasosos, e se são de natureza cristalina ou não — 
é a sua habilidade dc armazenar energia elétrica. Esse armazenamento se dá por meio 
de um deslocamento nas posições relativas das cargas ligadas internas positivas c nega¬ 
tivas em relação às forças moleculares e atômicas normais. 

Esse deslocamento contra uma foiça restringente é análogo a levantar um peso ou 
esticar uma mola e representa energia potencial. A fonte da energia ê o campo externo, 
e o movimento das cargas que se deslocam causa uma corre tile transitória na bateria 
que está produzindo o campo. 

O mecanismo real de deslocamento de carga difere nos vários materiais dicíelri- 
cós. Algumas moléculas, chamadas dc moléculas polares, possuem um deslocamento 
permanente existente entre os centros de “gravidade” das cargas positivas e negati¬ 
vas, e cada par de cargas age como um dtpolo- Normalmeíiíe os dipojos estão orien¬ 
tados de maneia aleatória no interior do material, e a ação do campo externo é para 
alinhar essas moléculas, até certo ponto, na mesma direção. Um campo sufieienie- 
mcnlc forte pode até produzir um deslocamento adicional entre as cargas positivas 
e negativas, 

Uma molécula apoiar não possui esse arranjo de dipolos até que um campo 
seja aplicado. As cargas positivas e negativas se deslocam em direções opostas, con¬ 
tra a atração mútua existente, e produzem um dipolo que está alinhado com o 
campo elétrico. 
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e utilizando (43) > 


NqMJ 

;V,iV r 


Ãí^ i£jv _ f AV 


uma vez que A LJ1L N - LA determinação da capsidtância pelo desenho do fluxo con¬ 
siste meramenle em contar os quadrados cm duas direções, entre os condutores c em 
volta de cada condutor. Pela Hgura 6.12 obtemos 

„ 8X 32? „ . _ 

C = ---= 57,6 pF/m 

4 

Ramo, Whinnery e Van Duzer apresentam uma discussão excelente eom exemplos 
de construção de mapas de campo por quadrados curvilíneos, Eles oferecem as seguintes 
sugestões: 3 

1, Planeje lu/.er alguns esboços grosseiros, levando apenas um minuto ou mais por 
desenho, antes de começar qualquer desenho mais cuidadoso, A utilização de 
papel transparente sobre o desenho com a fronteira básica acelerará esses esbo¬ 
ços preliminares, 

2, Divida as diferençai de potencial entre eletrodos conhecidas em um número 
igual de divisões, digamos quatro ou oito para começar. 

X C omece o esboço das potenciais na região onde os campos são mais hem conhe- 
eidos, por exemplo, em alguma regia o onde se aproximam de um campo unifor¬ 
me. Estenda as eqü [potenciais de acordo com o seu bom senso peto desenho. 
Mote que elas tendem a se concentrar nus ângulos agudos da fronteira condutora 
e u se espalhar na vizinhança de ângulos obtuSOS da fronteira - 

4. Desenhe o conjunto de linhas de campo ortogonais. Uma vez que essas são ini¬ 
ciadas. cias devem formar quadrados curvilíneos mas, à medida que eles .se esten¬ 
dem. a condição de ortogonalidade deve ser mantida evidente, mesmo que isso 
resulte em alguns retângulos com razões diferentes da unidade. 

5. Olhe para as regiões com razões de lado ruins c lente ver o que estava errado 
com a primeira tentativa de eqüipotenciais, Corrija-as e repita o procedimento 
ate que quadrados curvilíneos razoáveis apareçam no desenho, 

fi, Em regiões de baixa intensidade de campo, haveia figuras grandes, frequente¬ 
mente de cinco ou seis lados. Para jufgar a correção do desenho nessa região, 
essas grandes unidades devem ser subdivididas. As subdivisões devem ser inicia¬ 
das HE! regiào que precisa de Subdivisão, c CEida vez que um lubo de fluxo c divi¬ 
dido ao meio, as divisões de potencial nessa região devem ser divididas pelo 
mesmo fator. 


3 Com permiiHãe de Ramo, S., Whinnery. J. R. e Van üuíur.T. p. 51-52. Vejas as Rufe rí nc ias. Bibliográficas nu 
fjrut] deste capitulo. Mapas curvilsneus não discutidos nas p. 50-52. 
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Os. suhscritos servem para identificar os problemas análogos. É evidente que os poten¬ 
ciais V r e V ft as intensidades de campo elétrico E ír e E t , a condulividade e a permissivi- 
dade rr e e, e a densidade de corrente c a densidade de fluxo elétrico ,1 e I) são análogos 
em pares. Referindo-se a um mapa quadrado-curvilíneo, deveríamos interpretar os tubos 
de fluxo como tubos de corrente, cada um agora Levando uma corrente incremental que 
não pode deixar o tubo. 

Final mente, devemos otbar para as fronteiras. O que ú análogo a uma fronteira con¬ 
dutora na qual termina o fluxo elétrico em direção norma] e que é uma superfície cqüipo¬ 
tencial? Â analogia fornece a resposta, c vemos que na superfície dever terminar a den¬ 
sidade de corrente cm direção normal e,de novo, ser uma superfície eqüjpotencial, Essa 
é a superfície de um condutor perfeito, apesar de na prática ser necessário apenas utilizar 
um cuja condulividade seja muitas vezes a do meio condutor. 

Com isso, se desejássemos encontrar o campo dentro de um capacilor coaxial que, 
conforme vimos diversas vezes anteriormente.é uma porção do campo de uma linha infi¬ 
nita de cargas, deveríamos pegar dois cilindros de cobre c preencher a região entre eles 
com. por conveniência, uma soluça o eletrolítíca, Aplicando uma diferença de potencial 
entre os cilindros,podemos utilizar uma ponta de prova para estabelecer o potencial em 
qualquer ponto intermediário, ou para encontrar todos aqueles pontos que possuem o 
mesmo potencial. Fssu é a essência da cuba ou do Ianque cletrolítico. A grande vantagem 
desse método reside no fato de que ele não c limitado a problemas bidimensionais. 

Â determinação da capatiiância a partir dessas medições é fácil. A corrente total que 
deixa o condutor mais positivo é 

/ = f I ■ dS = <t í E* ■ l/S 

J 5 

onde a integral de superfície fechada é tomada ao longo dc toda a superfície do condu¬ 
tor, A diferença de potencial é dada pelo negativo da integral de linha da placa menos 
positiva para u mais positiva. 

V M = - / e „ • dl 

e a resistência total c, portanto, 

R = Ys^ = ~ / e „ ■ di 

tr f ■ fiS 

A capacilánria é dada pela razão da carga total pela diferença de potencial, 



“/e € ■ tíL 


Agora invocamos a analogia fazendo V t ,. = V IJti e E t = El p . (3 resultado é 



( 45 ) 
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e 


V = Ax + fl (Í2) 

onde A e ti $ão constantes. de inlefiruçiio. A F.qu&çâO {1'2} cnnltím duas conslmitcs dc$se 
tipo.conforme deveríamos esperar de uma equação diferencial de segunda ordem. Essas 
constantes podem ser determinadas apenas pelas condições de fronteira. 

Quais condições de fronteira deveríamos fornecer? Étícs são de nossa escolha, uma ve/ 
que nenhum problema físico foi especificado ainda, com exceção da hipótese origina] de 
que o potencial variava apenas com jo Devemos agora tentar visualizar tal campo. A maio¬ 
ria de nós provEi ve Imente já tem a resposta, mas ela deve Ser obtida por métodos es atos. 

Uma vez que o campo varia apenas com x e não é função de y e z- então V é uma 
constante se jt for uma constante ou, em outras palavras, as superfícies eqüi potenciais são 
descri tas mantendo jt constante. Essas superfícies são planos paralelos normais ao ei so.tr. 
O campo é, então, aquele de um capacítor de placas paralelas, e assim que especificarmos 
o potencial cm quaisquer dois planos, poderem os calcular nossas constantes de integração, 
Para sermos bastante genéricos, seja V = V } em x - X\ e V - V 2 em x - x 2 , 
Substituindo-se esses valores em (12). resulta em 

V, = A*i + ff V z = /U_> + fi 

F| - V, V 2 xi - Vjx 2 

A = — -- fi = —-— 

-V[ JT] - X 2 

e 

v = v \{* ~ - r z) ~ Vi{* ~ - r i) 

-*t - x 2 


Uma resposta mais simples teria sido obtida escolhendo-se condições de fronteira 
mais simples. Se tivéssemos fixado V = Oemj = OeV = V r ,, em x — d, então 


A = 



3 = 0 


c 



(13) 


Suponha que nosso objetivo primário seja encontrar a eapadtânda de um capacitar dc 
placas paralelas. Resolvemos a equação de Laplace, obtendo (12) com as duas constantes, 
A e B, Elas devem ser calculadas ou deixadas de lado? Presumivelmente não estamos 
i n E cr essa d os no campo potencial em si, mas apenas na eapucitãneia, c devemos continuar 
com êxito mantendo Â e B ou podemos simplificar a álgebra com um pouco de pers¬ 
picácia. À capacitância c dada pela razão entre a carga e a diferença de potencial, então 
podemos escolher agora a diferença de potencial como V t „ que é equivalente ei uma 
condição de fronteira. Escolher unia segunda condição de fronteira qualquer parece aju¬ 
dar bastante a forma da equação. Essa é a essência do segundo conjunto de condições de 
fronteira que produziu (13). A diferença de potencial foi fixada como V V} fazendo o 
potencial de uma placa igual a zero e o da outra igual a V ti . O posicionamento dessas pla¬ 
cas foi feito tão simples quanto possível fazendo V = 0 em x = 0. 
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Usando (13), precisamos ainda da cEirga lotai cm uma das placas, antes que a 
capacitãnda possa ser calculada. Devemos Lembrar que, quando primeiramente 
resolvemos esse problema do capacitar no Capítulo 5, a lâmina de cargas foi o nosso 
ponto de partida. NãO tivemos de trabalhar de forma muito árdua para encontrar a 
carga, uma vez que todos os campos estavam expressos em função da mesma, O tra¬ 
balho foi gasto para se encontrar a diferença de potencial. Agora o problema é inver¬ 
so (c si ui p I i I icad o), 

Os pEissos necessários são estes, após a escolha das condições de fronteira ter sido feita: 


L Dado V, use E = -^V para encontrar L. 

2, Use 1> — fh pura encontrar I). 

3, Calcule D em uma das placas do capacitor, D = D_ s = /^a v , 

4. Reconheça que p$ = D y . 

5. Encontre íj por meio de uma integração de superfície sobre ei placa dei capacitor, 

Q = J s pi 


Temos, nesse caso. 



= UI^.Q = 


V ü 

e d 


% 


a 


x 


e ei capadtância é 



\Q\ _ €j 

Kj d 


(14) 


Deveremos utilizar este procedimento diversas vezes nos exemplos que se seguem. 


EXEMPLO 7-2 


lima vez que nenhum problema novo ti resolvido quando escolhemos campos que variam 
apenas com y ou z em coordenadas cartesianas, passamos para coordenadas cilíndricas 
para o nosso próximo exemplo. Variações com relação a ;; no va mente não são novidade 
e, em seguida, eissu mimos variação com relação a p apenas- A equEição dç í .Eiphice fica 


9 d 

P dp 
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OU 


p dp v dp / 


Notando o p no denominador exclu imos p = íl da nossa solução, multiplicamos por p e 
integramos. 




= A 


rearranjamos e integramos novnmenle, 


V = A lu p + ti (15) 

As supcrfictcs cl|üí potenciais Seio dadas porp — constante e sao cilindros, c o proble¬ 
ma é aquele de um capacitor coaxial ou de tuna linha de transmissão coaxial. Escolhemos 
uma diferença de potencial de V fa/endo V — V n cm p — a T V = 0 cm 
p = b*b > í7,é obtemos 


da qual 


V = 


, 1 n{b/p) 
IJ ín (b/a) 


E 


D 


\p a) 


Kl 1 

P \jí{h/íl) 


a I ü i h/a) 


í Ki 2irilL 
a ln(í?/fr) 


2ttí L 
ln( b/a) 


que está de acordo com nossos resultados no Capítulo 6. 


(16) 


(17) 


Exempla 7.3 


Agora vamOS assumir que V 6 uma função Eipenas de d> cm coordenadas cilíndricas. 
Devemos olhar para o problema físico, em primeiro lugar, para um ei mudança e ver quais 
superfícies eqüipotenciais são dadas por é = constante, Elas são planos radiais. 
Condições de fronteira devem ser V = 0 cm é = 0 e V = V Q em tf> = a, levando ao pro¬ 
blema físico detalhado na Figura 7.1. 

A equação de Laplaee é agora 


p 2 f^ 2 


= 0 
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Figura 8.3 Um filamento reto Infinitamente Jongo pelo 
qua! circu a uma eorrenla contínua / O campo no ponto 
2 é H = [ff 2 tfpja*. 


Podemos ilustrar i aplicação da lei de Eliot-Savarl considerando um filamento reto 
infinitamente longo. Vamos aplicar ( 2 ) primeiramcnte e depois integrar, isso é o mesmo 
que utilizar a forma integral (3) de uma vez, 2 

Rcfcrindo-se ã Figura 8.3, devemos reconhecer a simetria do campo, Não pode esis- 
rir variação com z ou eom é, O ponto 2, no qual deveremos determinar o campo, é desta 
forma escolhido no plano z - 0, O ponto de campo r é, assim, r - p a . O ponto fonte t' 
é dado por r' = z r »,,e assim 

Ri 2 = r - r = pa p - z'ià. : 


de forma que 


a fil 2 “ 


pa p - z Tu 

"\77+T- 

Tomamos rfL = dz r a e (2) se torna 


:/Hj 


/ dz'vt_. X (pftp - z'a.) 


4 tt ( p~ + 


z 2 f 2 


Unia vez que a corrente está orientada na direção de valores crescentes de z’,os limites 
são —w e » na integral, e temos 

j- w /rfzV x (pa p - za.) 

■-■y- 4ir (p 1 + z f ~) Jf2 

i f pdz'*+ 

4-7T — to [p : + ;'-‘ 


O caminho fechado poi li a correnle ]>odé sei considerado como possuindo um filamento de retorno parale¬ 
lo ao primeiro filamento e afastado deste du urm distância infinita. Um condutor cuasial externo du raio infi¬ 
nito é outra possibilidade teórica. Nm prática, o problema t impossível dc ocorrer, mas devemos percebei i|üc 
nossa resposta -será bastante e saia perlo de ucn fio reto muito firtO L^ue possua um caminho dc retorno dc cor¬ 
rem e muito afastado- 
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Figura 8,4 As linhas de força da intensidade de 
campo magnético am volta de um filamanto rato 
infinita mente longo pelo qual circula uma corrente 
contínua i A direção cie / á para deniro da página, 


Neste ponto, o vetor unitário dentro do sinal de integração deve ser investigado, pois 
não é sempre constante como são os vetores unitários do sistema de coordenadas carte¬ 
sianas. Um vetor é constante quando sua intensidade, direção c sen Lido são todos cons¬ 
tantes. O vetor unitário certamente possui uma intensidade constante, mas sua direção e 
sentido variam. Nesse caso, muda com a coordenada <£, mas não com p ou í. 
Feli/.mcnte, a integração aqui é com relação a z’,c ú a ê uma constante e pode ser remo¬ 
vida de dentro do sinal de integração. 

j- 00 

f dz'_ 

4 TT J — fXi[p 2 + Z >2 )^ 2 

= ff** t m 

= ^ fVTW 1 _ 



Ilustração 





i 



(B) 


A intensidade do campo não é função de ^ou j t e varia inversamente com a distan¬ 
cia do filamento, A direção do vetor intensidade de campo magnético descreve uma cir¬ 
cunferência. As li n lias de torça são, desse rnodo, círculos trn volta do filamento, e o campo 
pode ser mapeado pela seção reta, conforme mostra a Figura 8.4. 

A separação entre as linhas de força é proporcional ao raio, ou inversamente pro¬ 
porcional ã intensidade de H. Para ser específico, as linhas de força foram desenhadas 
com os quadrados curvilíneos em mente. Ainda não temos um nome para a família de 
linhas 3 que são perpendiculares a essas linhas de força circulares, mas o espaçamento das 


1 Se v-qcc ni-Hí pode çffpcr^I. veja £i Seçür> H.fc. 
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linhas dc força foi ajustado dc modo que a adição desse segundo conjunto de linhas pro¬ 
duzirá uma conjunto de quadrados curvilíneos, 

Uma comparação da Figura &,4 com o mapa do campo elétrico ao redor de uma Unha 
de cargas infinita mostra que eis linhas de força do campo magnético correspondem esa- 
lamente às eqüi potência is do campo elétrico, e ei família de linhas perpendiculares ainda 
sem nome (e ainda não desenhada), no campo magnético corresponde às linhas de força 
do campo elétrico, tissa correspondência não é acidental, mas existem vários outros con¬ 
ceitos que devem ser esclarecidos antes que a analogia entre os campos elétrico e mag¬ 
nético possa ser explorada mais profundam ente. 

Utilizar ±i lei dc Riot-Sav;irt para encontrar H é, em muitos aspectos similar ao uso 
da lei de Coulomb para encontrar E.Cada um requer a determinação de um integrando 
moderadamente complicado, que contém quantidades vetoriais, seguida de uma integra¬ 
ção,. Quando estávamos interessados na lei dc Coulomb resolvemos um número de exem¬ 
plos, incluindo os campos devidos a uma carga pontual, uma linha de cargas e uma lami¬ 
na dc cargas, A lei dc liiot-Savart pode ser utilizada para resolver problemas análogos 
com campos magnéticos, e alguns desses problemas aparecem como exercidos no final 
do capítulo, e não como exemplos aqui. 

Um resultado útil é o campo de um elemento de corrente de comprimento finito, 
mostrado nu Figura 8.5 (veja 0 Problema b.8 no final do capitulo). El é mais facilmen¬ 
te expresso em termos dos ângulos a ■, c a ^ conforme está identificado na figura, O 
resultado é 


H = -—{sen £*■> — sen (9) 

4íTp 

Se uma ou ambas as extremidades estão abaixo do ponto 2, então cr l ou ambos a 1 e fr 2 
são negativos. 



P 


Ksrilo 1 


Fig ura 8.5 A intensidade ce campo magnélico causada 
por um filamento de corrente de comprimento finito no eixo 
zè p/47rp)(5en a 2 - sencr-ja^ 
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Com a ajuda do teorema de Stok es, podemos transformar (21). (26) c (22) nas rela¬ 
ções de rot acionai equivalentes: 

V X M = I b 

r I) 

V x — J / 

m 


VXH = J 


(27) 


Devemos enfatizai' apenas (2ó) e (21), as duas expressões que envolvem cargas 
livres, no trabalho que se segue, 

A relação entre R, H e M expressa por (25) pode ser simplificada para meios isotró- 
picos lineares, onde uma susceptibilidade magnética x m possa ser definida; 


M - 


m 


Logo, temos 


■* = ^(l* + jr»H) 
= 


onde 


Mr = 1 + Xm 


(29) 


é definida eomo a permeabilidade relativa i± { . Em seguida, definimos a permeabilidade fi\ 


V = PílPr 

c isso nos permite escrever h relação simples entre R e H, 

lí = jLill 


m 




EXEMPLO 9.5 


Dado um material leni te que vamos especificar como operando de maneira linear com 
B - 0,05 T, vamos assumir f.i r - 50 e calcular valores para \ lfl . M e li. 

Solução. Uma vez que = 1 + x m * temos 

Xm = p r - I = 49 


Também, 


B = 


e 


II = 


0,05 


50 X 4tt X 10 


_ - 7% A/m 
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A magnetização é ou 30,000 A/m. As formas alternativas de relacionar B e H 
são. primei icimente. 


fí - MH * M) 


Oll 

0,05 = 4tt x 10 7 (7% 4- 39000) 

mostrando que as correntes de Ampere produzem 4Ò vezes mais intensidade de campo 
magnético que as cargas livres produzem. E, em segundo lugar, 

B = tLJliff 


ou 

0.05 = 50 x 4tr x 10 7 x 7% 

onde utilizamos uma permeabilidade de 50 e deixamos essa grandeza responder cOmple- 
I a mente pela noção de cargas ligadas. Devemos enfatizar a última interpretação nos capí¬ 
tulos seguintes. 


Às primeiras duas leis que investigamos pura os campos magnéticos foram a lei de 
Biot-Savart c a lei circuitai de AmpèTe, Ambas estavam restritas ao espaço livre em suas 
aplicações. Vamos agora estender seus usos a qualquer material magnético homogéneo, 
linear e isotrópico que possa ser descrito em termos de uma permeabilidade relativa p.^ 
Assim como encontramos pura os materiais ÜieJétricOS amSOtrópicOs, n permeabili¬ 
dade de um material magnético aniso trópico deve ser dada como uma matriz 3X3. 
enquanto II c N são ambos matrizes 3 X 1.'lemos 

= vJl, + PtyHy + fi x M t 

By py x bÍj ^ ftyyfíy 4 /A 

B- — jU ;h // v + fí z Jí, + Pzz^: 

Para materiais aniso trópicos, então, 11 — pH c uma equação matricial. Entretanto, ü - 
■+ M) penn unccc vá li da, apesar de H. H e 31 não serem mais paralelos de nana 
forma geral. O material magnético anisotrópico mais comum é um cristal ferromagnéti¬ 
co simples, apesar de filmes magnéticos finos também apresentarem anisotropia. A maio¬ 
ria das aplicações de materiais ferromagnéticos, entre tanto, envolvem estruturas poiicris- 
talínas que são muito mais fáceis de serem íejtas. 

Nossas definições de susceptibilidade e permeabilidade também dependem da condi¬ 
ção de linearidade. Infeliz menlfi, isso é verdade apenas nos materiais paramaynélieos e 
diamagn éticos, que são menos interessantes, para os quais a permeabilidade relativa iam 
mente difere da unidade por mais que uma parte em mil. Alguns valores típicos de suscep¬ 
tibilidade para materiais diamagn éticos são hidrogénio, —2 X 10 5 ; cobre, — 0,9 X 10 s ; 
germânio, 0,8 X II) í-i íício,-0,3 X 10 e grafite, 12 X ]0 \ Algumas suscetibilida¬ 
des paramagnéticas representativas são oxigénio, 2 X 10 r> ; tungsténio. 6,S X 10 s ; óxido 
de ferro I Fe ; Oj), 1,4 x 1(9 óxido de ítriu (Y 2 O 3 ),0,53 x 10 \ Se simplesmente tomar- 
mos a razão entre B e ^,,//como a permeabilidade relativa de um material fenomagné- 
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li lo, valores típicos dc ju r variariam de 10 a 100.000. Materiais dia magnéticos, para magné¬ 
ticos e an ti ferromagnéticos são normal mente chamados de não magnéticos. 


E9.6, Encontre a magnetização em um material magnético onde: (u) t± — 1,8 X 10 5 
Tl,'m e íf — 120 A/ni: (7>) }± r = 22, existem 8,3 X I á tomos . 1 m" c cada átomo Iceu um 
momento de dipalo de 43 X 10 '' A 11 m z ; (i) B - 300 juT c = 15, 

R es p. 1599 A/m: 374 À/ni; 224 À/m 


E9.7. A magnetização em um material magnético para o quã! x jT] = X é dada em certa 
região como I M.h"'a L A/m. Em a = 4cm.calcule a intensidade dc; (íj) I; (c) J,., 

Resp. 13.5 A/in 1 ; 1.5 A/m 2 ; 12 A/m 2 


9.7 CONDIÇÕES DE FRONTEIRA MAGNÉTICAS 

Não deveremos ter dificuldades em alcançar as condições de fronteira corretas a 
serem aplicadas a B.l! e M na interface entre dois materiais magnéticos diferentes, pois 
já resolvemos problemas similares tanto para materiais condutores quando para dielélri¬ 
cos. Não precisamos de novas técnicas, 

à Figura 910 mostra uma fronteira entre dois materiais lineares homogêneos isottó¬ 
picos eom permeabilidades p, ] e ji,.A condição de fronteira nas componentes normais é 
determinada permitindo que a super Meie corte uma pequena Miperfíeie guussiunu cilín¬ 
drica. Aplicando a lei de Gauss para o campo magnético da Seção 83. 

j> li * í/S = í) 



Figura 9.10 Uma suparficia gauasiana h um camiohn fachadú sào 
construídos na fronteira entre os meios 1 e 2, que possuem nermeab Idades 
^■1 e iu.-., respect iva mente Disso deter minamos condições de fronleira 

= H iV i Ê H n rí.. K. a componente da densidade superficial de 
corranta que aslà difadooada para daotro da página 
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A identidade vetorial 

V < (A X H) * H ■ (V X A) - A ■ (V X II) (54) 

pode ser provada por expansão em coordenadas cartesianas. A indutânda d portanto. 




/ V * (A x H )dv+ I A ■ (V x H )dv 

i/ V ij-J ■/ 


(55) 


Apds aplicar o teorema da divergência na primeira integral e fazer V X H - J na segun 
da integral, lemos 


L — 


f $(A X HfrfS + X.i A ' ldr 


A integral de superfície é zero. uma vez que a superfície envolve o volume que eon¬ 
tem toda a ene rei a magnética, e isso requer que A e H sejam zero na superfície da fron¬ 
teira, A mdutíincia pode então ser escrita como 


L = 



- J dv 


(56) 


A Equação (56) expressa a indutânda em termos de uma integral dos valores de A 
e J cm lodos os pontos, Uma ve/, que a densidade de corrente exista apenas dentro do 
condutor, o integrando é zero em todos os pontos fora do condutor, e o potencial vetor 
magnético não precisa ser determinado lá. U potencial vetor é aquele criado pela corren¬ 
te I, e qualquer outra fonte de corrente que contribua para um campo potencial vetor na 
região da densidade de corrente original deve sct ignorada pelo momento. Mais tarde 
veremos que isso leva a uma indutâttdtt mâtuti. 

() potencial vetor magnético A devido a | é dado pela Equação (51), Capítulo 8, 


A = 



p.l 

4ttR 


dv 


e a indutânda pode ser expressa mais basicamente como uma integral volumétrica dupla 
mais complexa, 


L = 




♦ .f dv 


(57) 


Uma expressão integral ligciramcnie mais simples é obtida se restringirmos nossa 
atenção a filamentos de corrente de seções retas pequenas para os quais J dv pode ser 
substituído por I dL e a integral volumétrica por uma integral de Linha fechada ao longo 
do eixo do filamento, 



Nosso único interesse neste momento nas Equações (57) e (5b) reside mi implicação 
destas de que a indutânda é uma função da distribuição espacial de corrente ou da geo¬ 
metria da configuração de condutores. 

Para obter nossa definição original de indutânda (4d) vamos considerar, por hipóte¬ 
se, uma distribuição de corrente uniforme em um condutor filamentar de seção reta 
pequena,de forma que .í dv em (56) se torna / dL, 
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L 






Para um;i seção rctíí pequena, rfL pode sei' tomado aó longo do centro do iilamento, 
Agora aplicamos o teorema de Stokes e obtemos 

L = - f (V x A) * dS 

í JS 
ou 

L = \ I R - r/S 

/ J s 


(IQ 



( 60 ) 


Revendo os passos seguidos na obtenção de (60), vemos que o fluxo $ é aquela por¬ 
ção do fluxo total que passa por toda e qualquer superfície cujo perímetro é o caminho 
filamentar de corrcnie. 

Se agora fizermos o filamento dar N voltas idênticas em volta do fluxo total, uma 
idealização que pode ser conseguida razoavelmente cm alguns tipos de indutores, a inte- 
gral de linha fechada deve consistir de N voltas no redor desse caminho comum, e (60) 
muda para 


,\'d> 

I 


(61) 


O fluxo t|j é agora o fluxo que atravessa qualquer superfície cujo perímetro seja o cami¬ 
nho ocupado por qualquer uma das N espiras. A indutànda de uma bobina de N espiras 
pode ainda ser oh lida de (60), entretanto, se percebermos que o fluxo é aquele que atra¬ 
vessa a superfície complicada* cujo perímetro consiste de todas as A' espiras, 

A utilização de qualquer uma das expressões de índutância para um condutor ii la¬ 
mentar real {que pOssua raid igual a zero) luva a um valor infinito de indutíincia, inde¬ 
pendei! te mente da configuração do li In mento. Perto do condutor, a lei circuitai de 
Ampère mostra que a intensidade de campo magnético varia in ve rs amente com a distân¬ 
cia ao condutor,e uma integração simples logo mostra que uma quantidade infinita de 
energia e uma quantidade infinita de fiuxo estão contidos dentro de qualquer cilindro 
finito em torno do filamento, Essa dificuldade é eliminada especificando um pequeno 
mas finito raio para o filamento, 

O interior de qualquer condutor também contém fluxo magnético, e esse fluxo 
envolve uma fração variável da corrente total, dependendo da sua localização, Esses 
enlaces de fluxo levam a urna indiitüncia iniema, que deve ser combinada com a iuduEãn- 
cia externa para se obter a tndutância total. A indutânda interna de um fio longo, retilí¬ 
neo, de seção rela circular de raio a e com distribuição uniforme de corrente é 



I l/m 


(62) 


um resultado solicitado no Problema 9.43 no final desse capítulo. 


1 Algo ütiniÈlhâEilt: a uma rampa um espirai. 
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CAPÍTULO 1? Linhas de Transmissão 



Figura 11,34 Veja o Problema 11,30 

esquerda de X. e uni máximo de tensão é localizado valendo 3 vezes; mais que o 
mínimo de tensão. Use a carta de Smith para calcular: (a) f\{b) $t (c) a impedâneia 
de entrada normalizada da batedeira de ovos vista olhando-se para a direita a par¬ 
tir do ponto X. 

11.31 t ’om objetivo de comparar o quão pontiagudos são os máximos c mínimos de uma 
onda estacionária, considere uma carga z L - 4 + yü posicionada em z = 0. Seja 
IVl^ - 1 e À — 1 m. Determine a largura de: (tf) um mínimo onde M/l < U; (f?) 
um máximo onde \ V\ > 4/L!. 

11.32 Uma linha sem perdas está operando com Z.-. = 4€ íX f - 20 MHz e fi = 7,5t r 
rad/m. Com um curto-circuito substituindo a carga, um mínimo é encontrado em 
uni ponto da li ei ha, que é mareado com um pequeno ponto de tinta colorida. Com 
a cEirga instalada, encontra-se que ,r - l,5e um mínimo de tensão se localiza a 3 m 
em direção à fonte a partir do ponto colorido, (a) Encontre Z L \{b) Qual carga pro¬ 
duziría í - 1.3 com Vlmàx no ponto marcado com tinta? 

11.33 Na Figura 1U7, seja Z L = 40 - /Kl fl, Z„ = 50 ü, f = SOO MHz e v = e, (a) 
Encontre a menor distância d } de um estube de curto -Circuit o, e a distância mais 
curta d cm que ele pode ser posicionado ein relação á carga, dc modo a propiciar 
um casamento perfeito com a linha principal à esquerda do estube, (ff) Repila para 
um estube com a terminação em aberto. 

11.34 A linha sem perdas mostrada na Figura 11.35 está operando com A — l Oflcm. Sc 
í/| = lücm.rf = 25 cm e a linha está casada à esquerda do estube, quanto vale ZJ 

1Í.35 Uma carga Z L = 25 + p5 íí está posicionada em z = 0 em uma linha sem perdas 
a dois fios para a qual Z,, = 50 Q c v = c. (a) Se/= 3tlO MlIz,encontre a menor 
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distância à {z = — d) na qual a admitáncia de entrada tem parte rea! igual a I iZ u e 
uma parte imaginária negati va, (b) Que valor dc eapadtânda C deve ser conecta¬ 
da à Èinha naquele ponto, dc modo a proporcionar uma laxa de onda estacionária 
unitária na porção restante da linha? 

11.36 As linhas a dois fios mostradas na Figura 11,36 são todas sem perdas e têm Z v , - 
200 íl. Encontre d c o valor menor possível de d ] dc modo a se ler uma carga casa¬ 
da se À = IÍJ0 cm, 

11.37 Na linha de transmissão da Figura l ] .20, R s = Z = 50 íí c R — 2511. Determine 
c faça o gráfico da tensão no rcsislor dc carga e da corrente na bateria em função 
do tempo, pela construção de diagramas de reflexão de tensão e de corrente apro¬ 
priados. 

11*38 Repita o Problema 13.3? com Z u - 50 íl e R L = R K = 25 li. Realize a análise para 
o período de tempo 0 < t < 8//v. 

11.39 Na linha dc transmissão da Figura ] 1.20, Z 0 = 50 Q e R { = R v = 25 fí. A chave c 
fechada em f = 0 e é aberta novamente no tempo t = 1/4 v, criando assim um pulso 
retangular de tensão na linha. Construa um diagrama de reflexão de tensão apro¬ 
priado para esse caso, e utilize-o para fazer um gráfico da tensão no resistor dc 
carga em I unção do tempo para I) < / < $//v (nole que o efeito da abertura da 
chave é o de iniciar uma segunda onda dc tensão, cuja amplitude ê tal que deixa 
uma corrente equivalente sguul a zero a panir da sua abertura), 

11*40 Na tinhâ carregada da Figura 11,25, a ínipedância característica vale Z,> = |í)() íl. e 
R = 300 íl, A linha está carregada com uma tensão inicial, V', — 160 V. e a chave 


v= i 



v= a 



A 


z - 0 


V ■ 0 



2 -/ 
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V= - K, 


<) 


V= V Q 




\ 1 “ “ 


J-" = (i 




Figura 11.3S Veja o Problema 11 42 


l fechada em t — CL [Dt;i<LrriiiLnc; c faça o gráfico da tensão e da corrente sobre o 
resistor para o tempo 0 < t < Sífv (quatro idas e voltas completas), Este proble¬ 
ma acompanha o Exemplo 11 . 12 + sendo o outro caso especial do problema básico 
de linha carregada no qual, neste caso, ft, > Z u , 

11.41 Na linha de transmissão da Figura 1137, a chave está posicionada â meia distância 
na linha e c fechada em t - 0, Construa um diagrama de reflexão de tensão para 
esse caso, onde R f ~ Z Yr Faça o gráfico da tensão no resistor de carga em função 
do tempo, 

11.42 Um gerador de onda congelada simples e mostrado na Figura 11 38. Am bas as cha¬ 
ves são fechadas simultaneamente cm t - 0,Construa um diagrama dc reflexão de 
tensão apropriado para o caso no qual R s - Z,,. Determine e construa o gráfico da 
tensão no resistor dc carga em função do tempo. 
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K c H dentro do plano perpendicular a a. podem mudar como funções do tempo e da 
posição, dependendo de como a onda foi gerada ou em qual tipo de meio ela está se pro¬ 
pagando. t om isso, uma descrição completa de uma onda eletromagnética não incluiria 
apenas parâmetros como cOmprim eplo dc onda, velocidade de fase e de potência.. mas 
também uma definição da orientação instantânea de seus campos vetoriais. Definimos 
polarização da onda como a orientação do vetor campo elétrico em função do tempo, em 
um ponto fixo no espaço. Uma caracter i/ação mais completa da polarização dc uma onda 
incluiría, tia verdade, a especificação da orientação do campo em todos os pontos, pois 
algumas ondas apresentam variações espadais em sua polarização, A especificação ape¬ 
nas da direção do campo elétrico é suficiente, uma ve? que O campo magnético c pronta¬ 
mente encontrado a partir de E, utilizando-se as equações dc Maxwell. 

Nas ondas que estudamos anteriormetite, E permanecia cm uma orientação fixa 
para lodos os tempos c todas as posições, tima onda desse tipo é chamada de lineurmeti- 
te polarizada. Consideramos E orientado no eixo x , mas o campo poderia ser orientado 
em qualquer direção fixa no plano xy c ser linear mente polarizado, Para a propagação 
em z positivo, a onda teria geral mente seu fasor de campo elétrico expresso como 


E. = + E..,a,)e «e * ! 


(91) 


onde E m e E v0 são amplitudes constantes ao longo de x e y. O campo magnético é pron- 
tamente enconirado dciermi nado-se sueis componentes em r e y dirclainenie daquelas dc 
E r Especifica mente. H„. para a onda da Equação (91) é 


H f = [H^ + ífyajfi az e 




1 ? 




e~ vz e~ jfil 


(92) 


Os dois campos são esboçados na Figura 12,4. A figura demonstra a razão do sinal 
dc menos no termo que envolve E^ y na Equação (92). A direção do fluxo dc potência, 
dada por E X H,é no sentido positivo dc z. neste caso, Uma componente de E na dire¬ 
ção positiva 


1 



Figura 12.4 Cqnfig uràçào do carnpn elá tr ico « 
magnético para uma onda placa linearmenle po arizada 
gené^T.a pí0pàgand : 0-&e n h diràpãP progressiva d? 

2 (para íora da página}. As ccHT.poner.tes do campo 
correspondem àquelas das Epuaçòes (91) e (95). 




CAPITULO 12 A Onda Flana Uniforme 
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de v necessitaria de uma componente de H na direção negativa de .t, logo, o sinal de 
menos. Usando (91) e (92), a densidade de potência na onda é encontrada utilizando (77): 


<s*> = Lr<ME, X H;} = ÍRe {£,„//>, x a J 


^ n jj; 0 (a ( X a ç )}e 




i D r £,»£i 
= 2 RC ( ,’ _ + 


£.ü 

r 

*1 


e ^ a 


= 2 H ’ l £ ^l 2 ) e W/ ni 2 


Esse resultado demonstra a idéia de que nossa onda Êínearmente polarizada pode ser 
considerada como duas ondas planas distintas que possuem polarizações cm .r c em y. 
cujos campos elétricos se combinam em fu se para produzir o L total. O mesmo é verda¬ 
deiro para a.s componentes do campo magnético. Esse c um ponto crítico no entendimen¬ 
to da polarização de ondas, na medida em que quctfquer estado de polarização pode ser 
descrito em termos de componentes mutuamerne perpendiculares de campo elétrico e seus 
defaxam en t os fel ativos. 

Em .seguida, veremos 0 efeito de um defàsamentO <fj entre E :M e E, v , Onde, <f> < ir/2. 
Por simplicidade, consideraremos a propagação ern um meio sem perdas, O campo total 
na forma f as uri ai é 


E, = (E xri n, 1 E lM c^‘a r )i J ifi * 


m) 


Novamente, para auxiliar na visualizaçao* convertemos essa onda para a forma instantâ¬ 
nea real multiplicando por e' w c tomando a parte real: 


EU, r) “ £rí eos [üií J3c)a v + E ^>cosfíuf pz, + <fr)a. 


(94) 


onde assumimos que E,^ e E, são reais, Suponha que façamos t - 0, situação em que (94) 
se torna [usando cos(-.v) = cos(jt)]: 

E ( z, 0) = E lü cos (pz) a, + E ?ú eos (pz + <p K (95) 

Os gráficos das intensidades das componentes de L(z,A) em função de z são mostrados 
na Figura 12.5. Uma vez que o tempo foi fixado em zero* a onda está congelada na posi¬ 
ção. Um observador pode se mover ao Longo do eixo z, medindo as intensidades das tom- 
ponentes e assim a orientação do campo elétrico total em cada ponto. Vamos considerar 
uma crista de £ Y . indicada como ü ponto a na Figura 12.5, Se tí> for zero, E, teria unia cris¬ 
ta na mesma posição. Visto que é não é zero (c positivo), a crista de E, que ocorreria no 
primeiro caso cm a está agora deslocada para 0 ponto b , mais â frente em z . Os dois pon¬ 
tos estão separados por uma distância £.- então, esírf atrasada de E, quando conside¬ 
ramos a dimensão espada!. 

Agora suponha que o observador pare em algum ponto noeixoz e que o tempo volte 
a se movei paia frente. Nesse caso. ambos os campos se movem na direção positiva de z, 
conforme (94) nidica. Mas o ponto b atinge o observador primeiro, seguido do ponto a . 
Dessa forma vemos que estã à frente de E, quando consideramos a dimensão lempofaL 
Em ambos os casos (/ fixo com z variando, ou vice-versa) o observador nota que o 
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Figura 12.5- Grsfaco das intensidades das componentes do campo eétrico n-a Equação 
(95) como funções tie z Nene que a componente em y está atrasada d& compooente ara 
x no eixo z A medida que o tempo avança do zero, as ondas viajom pa^a a direita, 
conforme a Equação (34) Com isso paia um observador em uma posição fixa. a 
componente em yestá á Frente no tempo. 


campo equivalente gira cm tomo do eixo z enquanto sua intensidade varia. Considerando 
um ponto inicial em z e ri no qual o campo tem uma dada orientação e intensidade, a onda 
retomará à mesma orientação c intensidade, em uma distância dc um comprimento de 
onda Em z (para / fixo), ou un um tempo í — mais tarde (para z l ixo). 

Para fins ilustrativos, se tomarmos o comprimento do campo vetorial como uma 
medida de sua intensidade, encontramos que em uma posição fixa, a ponta do vetor traça 
o perfil de uma elipse em uni tempo l — 2ir/ú), Diz-se que n onda é polarizada eliptkamen- 
te. A polarização elíptica é, na verdade, o estado de polarização mais geral de uma onda, 
uma vez que inclui qualquer magnitude c defasamento entre E t e E v . A polarização linear 
ú um caso especial da polarização elíptica no qual o dclasamenlu é zero. 

Um outro caso especial de polarização elíptica ocorre quando E x „ = íi. M — E n e 
quando = ±77/2. Nesse caso, a onda exibe palarizeçãv circular. Para ver isso, incGfpo- 
ramos essas restrições na Equação (94) para obter 


E(^,f) = £^ t [cos(üíí — + cos{wí — fiz ± ír/2)a, 

— Eii[eos(íu; - T sen(u/ - jSz)a,] 


m 


Sc considerarmos uma posição fixa ao Longo de z (tal corno z = 0) e permitirmos que o 
tempo varie, (96)„ com & ~ -f-rr/l, se torna 


E(0,í) = E ü [eos(euf)a, - senuuOa.^ 


(97) 


Se escolhermos -irf2 em (96), obtemos 

EÍO, t) - E n \cos(oit)a, + senfWja, ] 


[) campo vetorial da Equação (98) gira no sentido anti-horário no plano .ry, enquanto 
mantém amplitude constante E, Á . c a ponta do vetor traça um círculo. A. Figura 12 ft mos- 
ira esse comportamento. 
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simplesmente úof, e atinge 2r r (um giro completo) no tempo í = 2Wn>. Se escolhermos i = 
0 e permitirmos que z varie, formamos um padrão de campo com aspecto de um. saca- 
rolhas. Uma maneira de visualizar isso é considerando uma escada em formato de espi¬ 
ral, na qual as linhas de campo (degraus da escada) são perpendiculares ao eixo z (ou 
eixo da escada). A relação entre esse padrão espacial de campo e o comportamento resul¬ 
tante no tempo em um. z fixo, à medida que a onda se propaga, é mostrada em uma con¬ 
cepção artística na E-igura 12.7, 

A regra das mãos para a polarização é mudada, invertendo-se o passo do saca-rolhas 
padrão. O modelo de escada em espiral serve apenas como um auxílio para visualização. 
Deve-se lembrar que ainda é una onda plana uniforme cujos tampos em qualquer posi¬ 
ção ao longo de z são infinitos em extensão, no plano transversal, 

Existem muitos usos para a onda com polarização circular. Tal vez o mais óbvio seja a 
de que a recepção de uma onda que tenha polarização circular não dependa da Orienta¬ 
ção da antena no plano normal à direção de propagação. Antenas do tipo dipolo. por 
exemplo, precisam estar orientadas na direção do campo elétrico do sinal que elas rece¬ 
bem. Se sinais com puhmzaçito circular sào transmitidos, a necessidade de orientação do 
receptor é consideravelmente flexibilizada. Ent óptica, a luz com polarização circular con¬ 
segue passar por um polarizador de qualquer orientação, resultando assim em uma luz 
linearmente polarizada em qualquer direção (apesar de se perder metade da potência ori¬ 
ginal dessa maneira). Outros usos envolvem o tratamento da luz linear mente polarizada 
como unia superposição dc ondas com polarização circular, que será descrito cm seguida. 



Figura 12,7 Representação de uma onda com polar zação c-rcular ã direita. 

0 vetor campo elétrico (em branco) g<ra em diraçâo au eixo y è medida que a onda 
inteira se move atravessando o plano xy na direção de k. Essa rotação nc sentido 
anti-horário (quando se olha em direção á íonle de tensão) satisfaz á convenção d a 
rotaçáo temporal dada peia regra da mào direita, conforme descrito neste texto. 

A onda enif eia rito, pareça com .im parafuso daxirogiro invertido, e por essa razão é 
tratada como tendo polarização circular á esquerda na outra notação 
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cnrn m berl li T'1 


Figura 13.11 A dispersSa angular de um prisma píkJ$ ser medida 
utiEizandose um clisposilivo móvel que mede tanto o comprimento de 
onda qu finto a potência 0 dispositivo mede a luz stravéa de uma 
pequena abertura, melr^orando assim a resolução do comprimento de onda. 

Esta seção lida com o efeito de uma constante dielétrica (ou índice de retração) 
variável tom a frequência çrn uitui onda eomü se propagasse tm um mejo «cm perdas 
diferente, Essa situação ê muito frequente, porque uma variação significa nte do índice de 
reftaçao pode ocorrer cm freqüÊncias que estão longe da ressonância, onde perdas por 
absorção são desprezíveis. Uni exemplo clássico disso ê a separação da luz branca em suas 
componentes coloridas em um prisma de vidro. Nesse caso, o índice de refração depen¬ 
dente da frequência resulta cm ângulos ou ref rações diferentes para as diferentes cores- 
por isso.a separação. O efeito de separação de cores produzido por um prisma é conheci¬ 
do como dispersão angular ott, mais especificamente, dispersão angular cromática. 

O termo dispersão implica uma separação de componentes distinguíveis de uma 
onda. No caso do prisma, as componentes são as várias cores que foram espacial mente 
separadas. Um ponto importante aqui ê que a potência espectral foi dispersa pelo prisma. 
Podemos ilustrar essa ideia considerando o que seria necessário pura medir a diferença 
nos ângulos retratados entre, por exemplo, as luzes azul e vermelha. Nesse caso, teria de 
ser utilizado um detector de potência com uma abertura muito estreita, conforme mos¬ 
tra a Figura 13.11, O detector seria posicionado nas posições das luz.es azul e vermelha 
vindas do prisma, com a abertura estreita permitindo essencialmente que uma cor de 
cada vez (ou luz em uma faixa espectral muito estreita) passasse pelo detector. (> detec¬ 
tor mediria u potência no que poderíamos chamar Üe "pacote espectral’ 1 , ou umu fatia 
muito eslrcita do espectro de potência total. Quanto menor ei abertura, menor a largura 
espectral do pacote e maior a precisão na medição, 4 É importante para nós pensarmos na 
potência da onda como subdividida em pacotes espectrais dessa maneira, porque apare- 
cera ptoeniinentemente na nossa interpretação do tópico principal desta seção, que é a 
dispersão da onda no tempo. 

Consideremos agora um meio não magnclico sem perdas no qual o índice de rufra¬ 
ção varie com ei frequência. A constante de defasamento de unia onda plíina uniforme 


Piira realizai esse experimento, se rk preciso medir também o compi imento de onda. Paia isso. sei La bom que 
ci JeCeclor fónse COUlCadü na saiJu de uni espeeLrômetrü ou de um mcmoLTÒntutro. cuja íendii de enlrã da rea¬ 
lizasse » lunção da abcrlUFa (ínuEadora de largura de hand». 
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Figura 13,12 Diagrama w-fi para um macerai no qual 
o inches d# relraçâü aumunía com a íreqüâfiDa. A 
inclinação de uma reta langente á curva en & 0 e a 
velocidade ds grupo naquela frequência A indinaç&o 
da feia que une a ongem ao ponfo na cu- r va em é a 
velocidade de fase em w c . 



Iticiinaçãi} 


nesse meio assumirá ei forma 

píu) = k = uVWM = ( 80 ) 

Se tomarmos n(w) como uma função que cresce mo noto nicame nte com a frequência 
(conforme usual mente é o caso), um gráfico de üí versus fi se pareceria de alguma manei¬ 
ra com a curva mostrada na Figura 1.3.12. Tal gráfico á conhecido como íliugíainn 
para o meio. Pode-se aprender muito sobre como ondas se propagam em um material 
pela consideração do formato da curva ui-f3 . 

Suponha que tenhamos duas ondas em duas frequências,*^ e w^que estão se pro¬ 
pagando conjuntamenfe no material e cujas amplitudes sejam iguais. As duas frequên¬ 
cias são identificadas na curva da Figura 13.12, juntamente com a frequência central em 
relação às duas, rrp |r As constantes de dcfasanienlo correspondentes e lambem 

são identíficadas. Os campos elétricos das duas ondas estão polarizados linearmente ua 
mesma direção (ao longo de .r, por exemplo), enquanto as ondas se propagam na dire¬ 
ção progressiva de z. As duas ondas interferirão uma na outra, produzindo uma onda 
resultante cuja expressão de campo pode ser encontrada simplesmente somando-se os 
campos K das duas ondas. Essa adição é feita utilizando-se os campos complexos: 

£fjeait(i>0 = Eu|> + e ^V 3 ^] 


Note que devemos usar as formas complexas completas (com a dependência da frequência 
incluída) diferente mente d ei forma fasornd, pois jls ondas estão em freqücncias diferentes, 
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Em seguida, colocamos cm evidência o termo e 


onde 


= 2cos(A«/ 


i«j = íl> rJ - Ü> a = a> 6 — Úifji 


(Bl) 


e 

= _ fia = ~ Ptl 

A expressão anterior para A£ é aproximadamente verdadeira na medida em, que Aw for 
pequeno, Isso pode ser visto da Figura 13.12,observando-se como a forma da curva afeta 
Aj3, dados espaçamentos uniformes na freqilÈncta. 

A forma instantânea real de (Kl) é encontrada por 

f^ní^O = = 2j ^i uos(Awr ~ A0 e) cos(&) lt r - (82) 

Se A ta é realmente pequeno comparado a te üh reconhecemos (82) como uma onda porta¬ 
dora na freqâência w, ; , que está modulada senoklalmente na freqüència Aíi>. As duas 
Ondas Originais estão ^batendo” cOnjuntamentC para lormar uma modulação lenia, con¬ 
forme é ouvido quando íi mesma nota ü tocada por dois instrumentos musicais ligeira- 
mente fora do tom. A onda resultante é mostrada na Figura 13.13. 

De interesse para mis são as velocidades de fase da onda portadora e da envolldria 
de modulação. De (82), podemos escrevê-las imediata mente como: 

í sJ|, 

v pi — - - (velocidade da portadora) (83) 

Pd 



Figo ra 13.13 Gráfico da ntens dade do campo elétrico íotal om função 
de z (com f 0) de does ondas cue se propagam conjuntamenle e têm 
frequências diíarantes, n> a i>J t conlorma Equação {3 l}. As oscilaçúea 
rápidas estão associadas com a freqüència da portadora = (ísj :í v tn t )fZ. 
A modulação mais? íenía associada com p onvoitdrja cu froqüên-cia 
de batimento em Aw (w y - m a )ll. 
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Referindo-se ao diagrama Figura 1^. 12. reconhecemos a velocidade de fase da por¬ 
tadora como a inclinação da linha reta que une a origem ao ponto na curva, cujas coor¬ 
denadas são írí D e Reconhecemos a velocidade da envoltória como uma grandeza que 
üé aproxima da inclinação da curva &>-£!, na posição de nm ponto da operação especiiica- 
do por A velocidade da envoltória nesse caso é algo um pouco menor que a velo¬ 

cidade da portadora. À medida que Aw tende a zero. a velocidade da envoltória se toma 
cxalamente a inclinação da curva em Podemos então afirmar o seguinte pEtra nosso 
próximo exemplo: 



m 


A grandeza durfdfi ê chamada de função velociditde de grupo para o material, 
Quando calcula dá em um ei frequência específica representa a velocidade de um grupo 
de frequências dentro de um pacote espectral de largura que tende a zero, centrado na fre¬ 
quência új & . Afirmando isso, estendemos nosso exemplo de duas frequências para cncluir 
ondas que tem um espectro contínuo de frequências. Cada componente de frequência (ou 
pacote) está associada a uma velocidade de grupo na qual a energia naquele pacote se pro¬ 
paga. Uma vez que a inclinação da etirvíi m-p muda com a frequência, a velocidade dc 
grupo obviamente será uma função da frequência, A dispersão da velocidade de grupo do 
meio é. em primeira aproximação, a laxa na qual a inclinação da curva ta-fi muda com a 
freqüênda, É esse comportamento que ê de importância prática crítica para a propagação 
de ondas moduladas dentro de meio com dispersão, e para se entender o ponto até o qual 
a envoltória dc modulação pode se degradar com a distância propagada. 


EXEMPLO 13.10 


Considere um meio no qual o índice de refração varia linearmente com a frequência cm 
certa faixa: 

, v w 
«(tu) = «cr - 

«fu 


Determine a velocidade de grupo e a velocidade de fase de uma onda na frequência uv 
Solução. Primeiramente, a constante dc defasamento será 





Agora 


de forma que 


dp 2n ti cu 

dOi ttífíC 


(íw 

dp 2n it cú 



C 


A velocidade dc grupo em c-j 0 é 
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A velocidade dc fase em tu,, será 



w 


c 

fh 


13.8 ALARGAMENTO DE PULSO EM MEIOS DISPERSIVOS 

Para vermos cOmO um meie.) dispersivo afeta uma Onda modulada, vam o* considerar a 
propagação de um pulso eletromagnético, Pulsos são utilizados em sinais digitais, onde a 
presença ou ausência dc um putso cm um dado espaço de tempo corresponde a “um" ou 
“zero" digital. O eleito do meio dispersivo em um pulso é alargá-lo no tempo Para ver 
como isso acontece, consideramos o espectro do pulso, que é encontrado pela transforma¬ 
da dc Fourier do pulso no dom mio do tempo, Lm particular, suponha que a forma do pulso 
no tempo seja uma gausshmn, e que lenlia eampo elétrico dado na posição z ~ d por 


£({>,/) = !í ' r 'é"^ r 


( 86 ) 


onde Eu é uma constante, tu 4f é a frequência da portadora e T é a meia largura caracterís¬ 
tica da envoltoria do pulso. Esse corresponde ao momento no qual a intensidade do pulso, 
ou a intensidade do vetor de Poynling,cai pura l/e do seu valor máximo (note que a 
intensidade é proporcional ao quadrado do campo elétrico), O espectro de frequências 
do pulso ê a transformada de Fourier de (Só), que é 


E{ 0,w) 


E ? T c jl> -o? 

V2tt 


(87) 


Note dc (87) que o deslocamento de frequência em relação a íú^ no qual a intensidade 
espectral (proporciona! a l£(0 1 íe)P) cai para l/e do Seu máximo, é At *> — w w lt ~ 3 ST. 

À Figura 13,14/? mostra o espectro gaussiano de intensidade de um pulso, centrado 
ent fu 0 , onde as frequências correspondentes às posições de intensidade espectral de l/e, 
uí i{ e tu,, são indicadas. A Figura E.3. 14/j mostra as mesmas três frequências marcadas na 
curva <ü-{i para o meio.Três retas são desenhadas as quais são tangentes à curva nas três 
posições das frequências. As inclinações das rei as indicam as velocidades de grupo em u > r 
<x> h u o* u - indicadas como v yu , v ò e v^. Podemos pensar O alargamento de pulsos no tempo 
como resultante das diferenças nos tempos de propagação dos pacotes espectrais de 
energia que formam o espectro do pulso. Uma vez que a energia espectral do pulso é 
mais alta na frequência central t» lh podemos usar esse como ponlo de referência cm volta 
do qual o espalhamento adicional da energia ocorrerá. Como exemplo, vamos considerar 
a diferença nos tempos de chegada (atrasos de grupo) cnlrc as componentes dc frequên¬ 
cia crj ü e íE> h , após ,se propagarem por uma distância z pelo meio; 


Ar = 



Vg)/ \dw 



( 88 ) 
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Figura 13,15 Intens idades de pulsos gaussianos em função do tempo 
[curvas suaves) anies s depois da propagação em um maio dispersivo, 
como exemplificado pelo diagrama ta-fl da Figura 13 Md. As osc laçoes 
do campo elétrico são múâtradas debato do segundo traço para 
demonstrar o efoito trinado á medida que o pulso se espalha. Note a 
amplitude reduzida do pulso espalhado que ocorre porque a energia 
do pulso (a área debaixo de cnvoltória de intensidade) è constante. 


e d;i envültória gaugsiana. Um pulso como esse, cujo espectro de frequências ú oblido 
apenas da envoltória do pulso, c conhecido como /imitado pela transformada.' Em geral, 
contudo, uma largura de banda de frequências adicionai pode estar presente desde que 
E n possa variar no tempo por uma razão ou outra (tal como ruído de fase que poderia 
estar presente na portadora). Nesses casos, o alargamento de pulso é encontrado pela 
expresxáo myis geral 


Ar — AívjSíZ 


(%) 


Onde Aw é a largura de banda espectral equivalente criada por todas as fontes. 
Clara mente são preferidos os pulsos limitados pela transformada para minimizar o alar¬ 
gamento, porque eies lerão a menor largura espectral para uma dada largura de pulso. 
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PROBLEMAS DO CAPÍTULO 13 

Lí.] Uma onda plana uniforme no ar. Eh ~ Ehü cOSflO^f fiz) V/ni, incide nprmaj? 
mente em uma superfície de cobre em z - d- Qual porcentagem da densidade da 
potência incidente c transmitida para dentro do cobre ? 

LÍ.2 O plano z — f) define a fronteira entre dois diclélricos. Para z < 0,t rl — 5,r" rl — 0 
e /A] - ju M . Para z > 0, E rJ = 3. E’ r2 — 0 e p 2 = ^ M . Considere Eh = 200 cos 
(titi - í5z) e calcule (a) (t) (S*); (c) (Sp); (d) (SI), 

13*3 Unia onda plana uniforme na região í incide normal mente em uma fronteira 
plana que separa as regiões 1 e 2. Se e" — e ff 3t enquanto e', =■ p r ) e e' 2 = ph, calcu¬ 
le a razão e 4 2 ?e 4 h se 20% da energia da onda incidente c refle lida na fronteira. 
Existem duas respostas possíveis, 

13.4 Uma onda plana uniforme de 10 Mllz.qtie possui uma densidade media de potên¬ 
cia inicial de 5 W/m% incide norma!mente a partir do espaço livre em uma superfí¬ 
cie de um material com perdas no qual eye '\ - 0,05 f' 2 = 5 e p z ~ t+o- Calcule a dis¬ 
tância no meio com perdas, na qual a densidade de potência da onda transmitida 
cai de 1.0 d li em relação aos 5 W/m ; iniciais. 

lí.í A região z < El ê caracterizada port^. - p y = I e tj — 0. O campo E total ú dado 
como a soma de duas ondas planas uniformes, = 150 e ji:: ‘"a, + (AÜZ-IÜ 0 )?' ' ! "a, 

. (ü) Qual í a frequência de operação? ( b) Especifique a ímpedãncia intrínseca da 
regi fio z > 0 que proporcionaria a onda refletida correta, (c) Em que valor de z, 
-10 cm < z < 0, a intensidade do campo elétrico lotai tem a amplitude máxima? 

lí.6 A região I. z < 0, e a região 2. z > 0, são descritas petos seguintes parâmetros: e | = 100 
pF/m, /*, = 25*i H/m, = e f z = 200 pF/m, p, = 50juH/qi e e£/e£ = 0 T 5, 
Se Ej = 5c -Wli cos(4 X lífV - 0 t z).a Tf calcule: (a) nr,; (M /},; (c) (fi) (S,-): 

to <s 2 +>* 

13*7 As regiões semi-infinitas z < 0 e z > ! m estão no espaço livre. Putsi 0 < z < 1 m, 
€ r r = 4. p t = l c e" = 0. Uma onda plana uniforme com to - 4 X I0 S rad/s está via¬ 
jando nn direção a. em direção à interface em z — Í).(ít) Encontre a taxa dc onda 
estacionária em cada uma das três regiões, (õ) Encontre a localização do IEI máxi¬ 
mo para z < 0 que está mais próximo de z — 0. 

13*fí Uma onda começa no ponto ü, propaga-se ít)íl m por um dielclrico com perdas 
para o qual o = 0,5 Np/m, reflete com incidência normal em uma fronteira na qual 
F = 0,3 + jü,4, e então retorna ao ponto a. Calcule a razão entre a potência final 
e a potência incidente após essa ida-c-volta. 

13*9 A região 1, z < U>e a região 2. z > U, são drielélricos perfeitos (m = Mo**" = 0)- Uma 
onda plana uniforme viajando na direção a tem uma freqiiência em radia nos de 3 
X 10 lú rad% Seus comprimentos de onda nas duas regiões são A L = 5 em e A j - 
3 cm. Qual porcentagem da energia incidente na fronteira que é: (ít) refleti¬ 
da; (fc) transmitida? (c) Qual e ; a taxa dc onda estacionária na região 1? 

13*1 II Na Figura 13.1,seja a região 2 o espaço livre, enquanto p ri ~ l,e"] - 0 e t ú des¬ 
conhecido, Calcule se: (íj) a amplitude de E, é metade daquela de E' t ; (A) (S,) 
à metade de{S L ');(c) E, Vin c metade de IE|l nus . 
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13J1 Uma onda plana uniforme de 150 MH z incide normalmente a partir do ar em um 
material cuja impcdáncia intrínseca é desconhecida. Medições mostram uma taxa 
de oiiJei estacionária de 3 e o aparecimento de um mínimo de campo elétrico a 03 
comprimentos de onda à frente da interface. Determine a inipedãncia do material 
descon heddo, 

13.12 Uma onda plana uniforme dc 50 MH/ incide normal mente a parLir do ar na super¬ 
fície de um oceano calmo. Para a água do mar.cr - 4 S/m. e e' - 78. (a) Determine 
as frações da potência incidente que são refletidas e transmitidas. (i>) Qualita¬ 
tiva mente, como essas respostas mudarão (se é que vão) tom o aumento da fre¬ 
quência? 

13.13 Uma o nda p la na co m polariz ação c t rcular à d i re ita incid c norma I mente a parti r d o 
ar.cm uma lâmina semi-inlinita de plexiglas (í^. = 3,45, f ,r - D), Calcule as frações 
da potência incidente que são refletidas e transmitidas. Além disso, descreva a 
polarização das ondas refletida e transmitida. 

1344 Uma onda plana polarizada cireularmente ei esquerda incide normal mente em 
uma superfície de um condutor perfeito, (a) Construa a sobreposição das ondas 
incidente c refletida na forma fasoriaL (h) Determine a forma instantânea real do 
resultado d ei pEirte (a), (c) Descreva a onda que c formada, 

13.15 Considere essas regiões nas quais e ,r = 0: região 1, z < 0, ju, =4 juH/m, e é\ = 10 
pF/m; região 2,0 < z < 6 cm, p 2 — 2 jull/m, € ! 2 = 25 pF/m; região 3. z > ó cm, 
= p. t 1 í( = f "j. (£i) Qual é a freqiicncíEi tiiejís baixa na quEii uma onda plana uni¬ 
forme incidente a partir da região I na fronteira em z = 0 não sofrerá reflexão? 
(h) Se / - 50 hf Hz, qual será e) taxa de onda estacionária na região ] ? 

[3.16 Uma onda plana uniforme no a r incide normal mente em uma placa de dielétrico 
sem perdas de espessura â/8 e de impcdáncia intrínseca rj — 260 í2. Determine a 
laxa de onda estacionária na frente da placa. Encontre também a frEição da potên¬ 
cia incidente que é transmitida para o outro lado da placa. 

13.17 Repita o Problema 13.16 para os casos nos quais a frequência é (a) dobrada e (f?) 
quadruplicada. Considere que a impedânria da placa independe da frequência, 

13.18 Uma onda plana uniforme incide normalmente em um ei lâmina de vidro (n = 1,45) 
cuja superfície detrás está em contato com um condutor perfeito. Determine, na 
superfície da frente do vidro, o defasa mento devido ã reflexão se a espessura do 
vidro vale (ét) à/2; (b) À/4; (c) À/8. 

13.19 São dadas a você quatro lâminas de dielétrico sem perdas, todas com a mesma 
inipedância intrínseca ij, mas diferente ÜEiquela do espaço livre. Á espessura de 
cada lâmina é de A/4, onde A é o comprimento de onda medido no material da 
Lâmina. As lâminas devem ser posicionadas paralela mente uma em relação à outra, 
sendo que a combinação está no caminho dc uiiiei onda plana uniforme, que inci¬ 
de normal mente. As lâminas devem ser arranjadas de forma que os espaços de ar 
tenham espessura igual a zero. um quarto de comprimento de onda ou um meio 
de comprimento de onda. Especifique um arranjo de lâminas e espaçamentos de 
ar de forma que (/0 a onda seja totalmente transmitida pdo conjunto e (h) o 
conjunto apresente a maior refletâneia para a onda incidente. Várias respostas 
podem existir. 



CAPITULO 13 Refl exão e Dispersão de Ondas Planas 


479 


13.25 Nu prisma de Rrewster da Figura 13.17, determine para a luz r-polarizada a fração 
da potência incidente que é transmitida pelo prisma, 

13.26 Mostre como um bloco único dc vidro pode ser utilizado para girar de l&O" um 
feixe dc luz p-pularkadoL sem que a luz sofra (em princípio) perdas por reflexão, 
A luz é incidente a partir do ar, e o feixe de retorno (também no ar) pode estar des- 
lotado para o lado em relação ao feixe incidente. Especifique lodos os ângulos per¬ 
tinentes e use n - 1,45 para o vidro. Mais de um projeto é possível. 

13.27 Utilizando a Equação (79) no Capítulo 12 tomo um ponto de partida, determine a 
razão entre as velot idades dt grupo e de fase de uma onda ele iro magnética em um 
bom condutor. Considere que a condutividade não varia com a frequência, 

115.28 Para uma pequena faixa de comprimento de onda, o índice de retração de certo 
material varia aproximadamente de forma linear com o comprimento de onda, 
para que n (A) = 4- n ft (A - A,,), onde n h e A , são constantes, e onde A é o 

comprimento de onda no espaço livre, (a) Mostre que dldw = — (2-irc( b) 
Usando £(A) - 27rn/À. determine a dependência (ou independência) do atraso de 
grupo em relação ao comprimento de onda em uma unidade de distância, (c) 
Determine p^° seu resultado da parte («). {d) Discuta as implicações desse 
resultado, caso existam, no alargamento do pulso. 

13.29 Um pulso limitado por transformada com T = 5 ps se propaga em um meio dis¬ 
persivo paia o qual JS 2 — 10 ps z /km. Qual é a distância necessária para que o pulso 
cresça o dobro da sua largura iniciai? 

13.39 Um pulso limitado por transformada com T - 2(1 ps se propaga por 1(1 km, por um 
meio dispersivo para o qtuii /■!-. = 12 ps-/ km, í.) pulso se propaga por um segun¬ 
do meio de 1(1 km para o qual /3 a = - 12 ps-Vkm- Descreva o pulso na saída do 
segundo meio e forneça uma explicação física para o que aconteceu. 




CAPÍTULO 


Ondas Guiadas e Radiação 

C omo uma conclusão do nosso estudo de eletromagnetismo, investigaremos 
várias estruturas para guiar ondas eletromagnéticas» e exploraremos os princí¬ 
pios pelos quais elas operam. Estão incluídas as linhas de transmissão, que pri- 
meirantcnle exploramos do ponto de vista de suas correntes e tensões no Capítulo 13, 
e que agora revemos por um ponto de vista dos campos. Ampliamos a discussão para 
incluir diversos dispositivos que guiam as ondas. Definindo-se dc maneira ampla, o guia. 
de ondas é uma estrutura através da qual ondas eletromagnéticas podem ser (rans mi ti¬ 
das de um ponto a outro e dentro do qual os campos estão até certo ponto confinados. 
A linha de transmissão está dentro dessa definição, mas é um caso especial que empre¬ 
ga dois condutores, e a Onda se propaga em uma configuração de campo lotai mente 
TEM. Os guias de onda em geral partem dessas restrições e podem empregar qualquer 
quantidade de condutores e dielétricos — ou, como veremos, apenas dielétricos sem 
condutores. 

Em seguida* exploraremos os conceitos básicos da radiação de ondas eletromag¬ 
néticas usando antenas. Uma antena é qualquer dispositivo que irradia energia eletro¬ 
magnética para o espaço, sendo que a energia se origina de uma íonte que a alimenta 
através de uma linha de transmissão ou um guia de ondas. A antena então serve como 
uma interface enlrc u linbu que confina o campo c o espaço quando utilizada como um 
transmissor — ou entre o espaço e a linha quando utilizada como um receptor, 

O capítulo começa com uma apresentação dc diversas estruturas de Linhas de trans¬ 
missão, com ênfase na obtenção de expressões para as constantes primárias /., tí, G c A 1 , 
para regimes de operação com frequências altas c baixas Em segui da, com eçamos nosso 
estudo sobre guias de ondas primei ram ente tendo uma ampla visão de dispositivos de 
guia dc ondas para ohlcr um entendimento físico de como eles trabalham e as condições 
sob as quais são utilizados. Exploramos então ei estrutura de placas paralelas simples e 
distinguimos entre sua operação como uma linha de transmissão c um guia de ondas. 
Nesse dispositivo, o conceito dc modos dc guias dc onda é desenvolvido, assim como são 
as condições sob as quais eles ocorrerão. Estudaremos as configurações dc campo elétri¬ 
co e magnético de modos guiados utilizando modelos simples de ondas planas e a equa¬ 
ção de onda. Estudaremos depois estruturas mais complicadas, incluindo guias dc Onda 
retangulares»guias dielétricos laminados e fibras óticas. 
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Nosso estudo de antenas incluirá a derivação dos tampos irradiados a partir de uni 
dipolo elementar, começando pelos potenciais vetores retardados que estudamos no 
Capítulo 1 ü. Abordaremos questões que incluem a eficiência na irradiação de potência 
de uma antena e os parâmetros que a governam. ■ 

14.1 CAMPOS E CONSTANTES PRIMÁRIAS DAS 
LINHAS DE TRANSMISSÃO 

Começamos estabelecendo a equivalência entre as operações das linhas de trans¬ 
missão quEindo consideramos tensão e corrente, do ponto de vista dos campos dentro 
da linha. Analise, por exemplo, a linha de placas paralelas mostrada na Figura 14.L 
Nessia linha, assumimos que n separação entre as placas d c muito menor que a largura 
da linha b (para dentro d:i página), de forma que os campos elétrico e magnético podem 
ser considerados uniformes em qualquer plano transversal. Propagação sem perdas é 
também assumida. A figura 14.1 mostra a visão lateral, a qual inclui o eixo de propaga¬ 
ção z- Os campos, juntEunenlc com a tensão e a corrente,. são mostrados l-jii determinado 
instante de tempo, 

A tensão c a corrente nas formas fasoriais são: 

VÃz) = V^~ m (la) 


«*) - y* * 


(lh) 


onde X ( j - V iJC- O campo elétrico cm um dado plano transversal na posição z, é aque¬ 
le do capacitar de placas paralelas: 


EJz) 



( 2*0 


O campo magnético é igual à densidade superficial de corrente, considerada uniforme 
cm cada placa [Equação (12), Capítulo fi]: 


w - *« ■ í - âr* 


(2b) 
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Figura 14,1 Uma onda de linha de transmissão representada pe^as distribuições 
<je? tensão e de corrente ac lo^go do comprimento eetá eesociede eos campos elé¬ 
trico e magnelico transversos, formando uma omda TEM. 
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14,1.3 Coaxial (Frequências Intermediárias} 

Falta ainda o intervalo de freqilÈneias onde a profundidade de penetração não é muito 
maior nem muito menor que o raio. Messe ca&o, a distribuição de corrente é governada 
por funções de Besscl, porém, a resistência e a indutãncia interna tornam-se expressões 
complicadas. Valores são tabulados em livros técnicos, e c necessário utilizá-los para con¬ 
dutores de tamanhos muito pequenos em altas frequências, e para condutores de tama¬ 
nhos grandes utilizados em transmissão de potência em baixas frequências. 1 

El4.2. As dimensões ile tuna linha de transmissão coaxial são a = 4- mm, h = 17,5 mm 
e c - 20 mm. A conduli vidade dos condutores interno e externo é 2 X |0 S/m. e as 
propriedades do di elétrica são jjt r = l,e r r = 3 e ü7we r = 0,035. Considere que a tangen¬ 
te de perdas é constante com a freqüénda. Determine: (tí) L, C, R G e Z . em 150 Milz; 
(É)Lefi em 60 Hz. 

Resp. 0,30 fiH/m; 113 pF/m; 0.27 Q/m: 2,7 mS/nu 51 Q: 036 jxH/m; 1,16 mí2/m 


14.1.4 Unha Bifilar (Frequências Altas) 

Para a linha de transmissão bifilar da Figura 14.4 com condutores de raio a e condutiví- 
dade a r , uom separação dc centro a centro d em um meio de permeabilidade ^.permis- 
sividade e' e condutividade cr c . a capacitância foi encontrada no Capítulo 6 [Equação 
(40), Seçao 6.5] como 


C = 


T € 


f 


cosh 


( 20 ) 


ou 


C = 


7T€ 


(■a « d) 


ln {d/a) 

A indutãncia externa pode ser encontrada a partir de L es .C = ft.e r , Ela vale 


= —cosli [ (d/2tí) 

TT 


( 21 ) 


ou 

L est — — In f ií/íi) ('ü rí) 

TT 

A eondutãnda por unidade de comprimento pode ser escrita direiamente de uma inspe¬ 
ção da expressão para ií capãci tância. 


C7 = 


TTtr 

cosh [ (d/2ii) 


( 22 ) 


1 Av tunções; du Bt^sel sdo discutidas dentro do contexto de fibras óticas na Seção 14.7. A distribuição de cor- 
renle.a indu Lándâ interna u a resistência interna de fios redondos são discutidas (eom exemplos numéricos'! 
em Weeks. p. 35-44- Veja as Kcferêiierss Bihltnprá liças no linaj deste capitulo. 
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Figura 14.4 Geometria da iinha de 
transmissão bif lar 


A resistência pur unidade de comprimento ê duas vezes aquela do condutor central do 
cabo coaxial, 



Trcrât/,. 


( 2 . 1 ) 


FmalmeiUe, utilizando as expressões paru a capacitáncia c paru a iudutánciu cxeltiiu* 
obtemos uin valor para a impedânda característica. 




cosh l (d/2a) 


(24) 


14.1,5 Linha Bifilar (Frequências Baixas) 

Em baixas frequências em que uma distribuição uniforme de corrente pode ser assumi¬ 
da, devemos modificar nova mente as expressões para L c R. mas não aquelas para C e 
G. Essas duns ultimas são no va utente expressas por (20) e (22): 


eosh l [df2a) 


cosh \d/2a) 


A indutuncin por unidade üe eompri tuluLO deve ser autnenluda de duás vezes n indulârt 
cia interna do condutor redondo retilíneo. 



TT 


^ +■ cosh '(íí/2íi) 


(25) 


A resistência se torna duas vezes a resistência cc de um fio de raio a , condutividade cr 4 . e 
comprimento unitário: 

R = —— (26) 

iríTíT,.. 


El 4.3, Cada condutor de uma linha de transmissão bifilar tem um raio de 0,S mm e 
uma coiidutividade de 3 x 10" S/m. Eles são separados por uma distância de centro a 
centro de 0,8 cm, em um meio para o qual C, - 2,5, fx t ~ 1 c ir - 4 x 10 * S/m, Se a 
linh a opera a 60 Hz. calcule: (rt) 5; (b) C\ (c) G; (d) L\ (e) R. 

Resp. 1,2 cru; 30 pF'm; 5,5 nS/m; 1.02 pl l/m; 0,033 Q/m 
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e as referências lá contidas). Como exemplo, com dimensões restritas de forma que 
13 < wUl < 33, as fórmulas aplicáveis incluem 


Z[í r = 60 ]it 



< 33 

ií 


(32) 


e 


€ i- + 1 


^ r.ifrf 


+ 


f r - 3 




d'''*&> 


w 

í >13 


(33) 


Ou.se uma linha que será fabricada tem um valor desejado para ^5 a constante dielclri- 
ca efetiva (por meio da qual o wftl necessário pode ser obtido) ê encontrada por 

e«r« = «JO.TO + <M<U09 - 0.004e,)(lo glo {10 + Z„) - l)]' 1 * > 1,3 {34) 


El 4.4. U rna linha mieroíita ê fabricada em um substrato de niohato de lílio (í, ~ 4,8} 
de 1 mm de espessura. Sc o condutor superior tem 2 mm de largura, calcule (ri) 

(b) Z f| ; (c) v p . 

Resp. 33:47 fí; 1,6 X (08 m/s 


14.2 OPERAÇÃO BÁSICA DE UM GUIA DE ONDA 

Os guias de onda assumem formas muito diferentes, que dependem do propósito do 
guia c da frequência das ondas que serão transmitidas, A forma mais simples (cm lermos 
de análise) é o guia de placas paralelas mostrado na Figura 14.6, Outras formas são os 
guias tubulares ocos, incluindo os guias de Onda retangulares de Figura 14.7 e O guia cilín¬ 
drico, mostrado na Figura 14,8, Guias de onda dielét ricos, utilizados primaria mente cm 
frequências óticas, incluem o guia laminado da Figura 14.9 e a fibra ótica mostrada na 
Figura 14,10, Cada uma dessas estruturas possui vantagens em relação às outras, depen¬ 
dendo da aplicação e da freqüênda das ondas a ser transmitidas. Todos os guias, entretan¬ 
to, exibem os mesmo princípios básicos de operação, os quais exploraremos nesta seção. 



Figura 14.6 Guta de onda de placas paralelas, com placas metálicas 
am x = 0, d E^trâ as placas astâ um diaiéÇrioa da parmiçsividada f 
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Figuro 14.7 Guia de orda retangular. 



Figura 14.6 Guia de onda ciHndrico. 

Para destnvolvermos uru entendimento do comportamento do guia de ondas, consi¬ 
deramos os guias de ondas de placas paralelas da Figura 14,6, Primeiro, reeonhuuemo-no 
como uma das estruturas de linha de transmissão que investigamos na Seção 14,1. Dessa 
forma, a primeira pergunta que aparece é\ para começar, qual é a diferença entre uni guia 
de ondas e una linha de transmissão? A diferença reside na forma dos campos elclnco e 
magnético na Itnha, Para ver isso. considere novamente a Figura 14J. que mostra os cam¬ 
pos quando a tinlia opera como uma tinha de transmissão, Como vimos anlcriormcnle. 



Figura 14.9 Guia de ondas dielétrico laminado simétrico, 
com a região da lãTiina (índice de retração nj envolvida por 
dois dieiétricos de indices 1 % <. n,. 
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Figura 14.14 As componentes do velar de 
onda ascendente sdo k^ o fi ir . as canal antes 
de defaçamenlo transversal e a «la Pa? a f armar 
o vetor de onda desce rd enle k^, o sentido ae k., 
é invadido 


Na Figura 14.14 mostramos o vetor de onda k i c suas componentes, juntamente 
com uma serie de frentes de onda, Um desenho desse tipo para k, se ri a o mesmo, exce¬ 
to pela componente em x, que seria invertida, Na Seção 13,14 medimos o defasa- 
mento por unidade de distância ao longo das direções jt e z pelas componentes k r e k £i 
as quais variaram continua mente à medida que a direção de k mudava, Na nossa dis¬ 
cussão de guias de onda, introduzimos uma notação diferente, onde c fi m são usados, 
no lugar de k, t e k z . O subscrito m c um inteiro que indiea o número do modo. Isso for¬ 
nece uma dica sutil de que jS ffl e a m assumira o apenas certos valores discretos que cor- 
respondem a certas direções permitidas para k L . e k r de tal forma que nosso requisito 
de frentes de onda coincidentes seja satisfeito.-* Pela geometria vemos que. para qual¬ 
quer valor de m. 



(35) 


A utilização do símbolo fi fl: para as componentes em z de k„ e k^é apropriado, porque 
& m será a constante de defasarnento para o w-ésimo modo de guia de onda., medindo 
defasamento por distância ao longo do guia. Ele é também utilizado para determinar 
a velocidade de fase do modo c a velocidade de grupo dtú}dfS m , 


- Os subscritos (nr) não siiu mostrados ém k. ( c k if . crias estão implícitos. A mudança dc m não afeta as intensi- 
dfldçs cIcsscb vetwes. mas apenas suas dircçOcs. 
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RcflcKãocoin dcfasumcntod ou ^ 




RfflcSãO Cürri dtífiukiiná-rttú-0 OU — 


(r) 

Figura 14.15 ü defasamento nesuliame ao 
Icrgo de uma viagem de ida e vo la no guia 
de olacas paralelas, é encontrado em primeiro 
lugar, medindo o detasamento transversal entre 
as placas da onda ascendente nicial (a) Em 
seguida, o detasamento transversal na onda 
rdleiida {descendenle} é medido levando em 
conla o d eia sarnento devido á reflexão na 
placa superior (d) Fina Ima nts soma-se o defa- 
samento devido á reflexão na placa 'Híenar, 
relomando assim ao ponto inicial, mas com 
uma nova onda ascendente (c). A ressonância 
Iransversa ocorre se a fase ^ ponto fmal ê a 
mesma que aquela no ponto nicial {as duas 
ondas ascendentes estão em tese) 
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Logo, o guia suportará modos tio com prime n lo de onda dado ale a ordem m = 14. Uma 
vez que existirá um modo TE e um modo TM para cada valor de mjsso dá, sem incluir 
o modo TEM, um total de 28 modos guiados que estão acima do corte. 


A configuração do campo para um dado modo pode ser encontrada pela superposição 
dos campos de rodas as ondas refletidas. Podemos lazer isso para as ondas TE, por exemplo, 
escrevendo o fesor campo elétrico no gula em termos das campos incidente e refletido por 

^ys ^EF *-11*- (d’)) 

onde os vetores de onda k., e k^ estão indicados na Figura 14,12. Ü sinal de menos na fren¬ 
te do segundo termo aparece do defesa mento de tt na reflexão. Pela geometria descrita 
na Ei g ura ] 4.14, escreve m os 

k„ = U, + * r (46) 


e 

kj ^ fòrlftz 


Então, usando 


r = va, + za. 


(47) 


a Equação (45) se torna 


E» = EA*-** 


- e* k - 


) e jp„z = 2jEQsen[K rtt x)e jPmZ = E' ü sen(K íir r)c 


-JP*z = 


. i&. ■ 


(48) 


onde a amplitude da onda piana /: M e a fase total estão cm buli d as cm /V',. Na forma ins¬ 
tantânea real. (48) se torna 

£,(£.?) - R q(E^ w< ) - E T Ü sen{«^rjcosfíut — |8 m z) (modo TE acima do cone) (49) 

Interpretamos isso como uma onda que se propaga no sentido positivo de z. (ao longo do 
guia), enquanto tem um perfil de campo que varia com Jt, 3 O campo do modo TE ü o 
padrão de interferência que resulta da superposição das ondas planas ascendentes e des¬ 
cendentes. Note que, se m < tú í)n , então (42) leva a um valor imaginário para J3 m , o qual 
podemos escrever como -;lj8J _ jn /f! . As Equações (48) c (49) (ornam-se 

E yt = E , cyScn.[K tft x)e~ a< ' z ^ 


£{z. f) = Eí, sen(jç wr t)e " : eos{w/) (modo TE abaixo do corte) 


(51) 


Esse modo não se propaga, mas .simplesmente oscila em uma frequência *>, enquan¬ 
to exibe um padrão de campo que decresce em intensidade com o aumento de r.O coe- 


' PltHlumtw tuinhéni interpretar esse campo como àquele de uma onda estacionária em r, erquaiitúé uma onda 
viajante cm z. 
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fícicnte de atenuação a m é encontrado a partir de (42) com íp> < cpj i n 


«*» = 


l 


\ 


WJ A i:pf \ V A J 


(52) 


Notamos de (39) c (41) que o ângulo da onda plana está relacionado com a frequen 
eia de corte e com o comprimento de onda de corte por 



(53) 


Dessa forma, vemos que rio corte (rrj = 6 m = Ü,e as ondas planas apenas refle tem- 
se para a frente e para trás ao longo da seção reta. Não progridem para a frente ao longo 
do guia. Á medida que é aumentado para além do corte (ouÀ c diminuído), o ângulo 
da onda aumenta, aproximando-se de 9Ü U ã medida que ut se aproxima de infinito (ou a 
medida que A se aproxima de zero), Da Figura 14.14. temos 



k sen 


— Slí tl 


(54) 


e a velocidade de fase do mudo m será 


íi> c 

nsen& m 


(55) 


A velocidade é mínima enii cfn para todos os modos, aproximando-se desse valor nas fre¬ 
quências muito acima do corte’, v pm aproxima se de infinito á medida que a frequência é 
reduzida, aproximando-se da frequência de corte. Mova mente, a velocidade de fase é a 
velocidade das fases na direção z, e o falo de essa velocidade poder exceder a velocida¬ 
de da luz no meio não é uma violação dos princípios da relatividade, conforme foi discu¬ 
tido na Seção 13,7, 

À energia se propagará na velocidade de grupo v. 7=7 dWí/,6. Utilizando (42), temos 



ií tu 


d 

dtií 


llw 


c 


\ 


lí - 



(56) 


O cálculo da derivada é direto. Realizando-o e tomado o reciproco do resultado, tem-se 



(57) 


A velocidade de grupo é, portántO. identificada cOmõ a projeção da velocidade associa¬ 
da com k lf ou na direção Z- Isso será menor ou igual à velocidade da luz no meio dn, 
conforme cra esperado. 
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Figura 14,17 (a) Uma onda plana associada com urn 

modo m 4 mostrando um delasamento resuJtante de 4- 
(dois comprimentos de onda medidos em *) que ocorrem ao 
longo de Lima distância d no plpno transversal (i?) A medida 
qu9 a fíaqúència aumenta, um arnenlo no ánguío da onda é 
necessária paro mante r o detasamento transversal de 4 if. 


O guia de onda é simplesmente uma cavidade ressonante unidimensional, na qual 
uma onda pode oscilar na direção ,t, se o comprimento de onda medido no meio for um 
inteiro múltiplo de 2f/, onde ü inteiro vale m. 

Agora* à medida que a frequência aumenta, o comprimento de onda diminuira, e a 
condição de comprimento de onda igual a um múltiplo inteiro de 2 d não c mais alcança¬ 
da. A resposta do modo é estabelecer componentes em z de k a c k Jn o que resulta no com¬ 
primento de onda menor sendo compensado por um aumento no comprimento de onda 
quando medido na direção x.A hg ura 14.17 mostra esse efeito para o modo m = 4.. no 
qual o ângulo da onda 0 4 aumenta constaniemente com o aumento da frequência. Com 
isso, o modo preserva precisam ente a forma ftancional do seu campo na direção .v, mas 
estabelece um valor crescente de à medida que a frequência é aumentada. Hssa inva¬ 
riância no padrão espacial transversal significa que o modo manterá sua, identidade em 
todas as frequências, À velocidade de grupo, expressa em (57), também varia, o que sig¬ 
nifica que o ângulo de orida variável com a frequência ê um mecanismo de dispersão da 
velocidade de grupo, conhecido simplesmente como dispersão do guia de ondas. Pulsos, 
por exemplo, que se propagam em uni guia de ondas monomodo, vão experimentar o 
alargamento da maneira considerada na Seção 13.8, 

Tendo encontrado o campo elétrico, podemos achar o campo magnético utilizando 
as equações de Maxwell. Notamos do nosso modelo de onda plana que esperamos obter 
componentes em x e cm z de !! para um modo TIT Usamos a equação de Maxwell 


V X E T = — 


m 


e se existir apenas uma componente em y para II,. temos 


<>F 


dE,, 


V XE, = . s : - ' a., = K m £^cos (K JÍJ Jt)e ^a £ ■+ sen (*„*)<? ^ a s 

ríjt ÔZ 


(70) 
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Encontramos 11 ^ dividindo ambos os lados de (69) por — ja>p.. Executando essa operação 
em (70) t obtemos as duas componentes para o campo magnético: 



(71) 



(72) 


Juntas, essas duas componentes formam padrões em forina de caminhos fechados para H, 
no plano xz, conforme pode ser verificado utilizando os métodos de representação de 
linhas dc força desenvolvidos na Seção 2.6. 

É interessante considerara intensidade de H ( ,que é encontrada por 


IHJ = VII, • H,; = VhJV„ + il-Jt’, 




Fazendo isso utilizando (71) e (72) resulta em 


W = f" (*d + ^) |/2 (sen ] (K or r) +■ cos^k^í)) 


vi 


(74) 


Uma ve* que #f-, - — k~ e aplicando a identidade scn J ( w íir r) ■+ cos^k^jc) - 1,(74) se 

torna 


IHJ 


A: _ wV>e £,f 

w/ii w/u r/ 


(75) 


onde = V'Vf. Esse resultado é consistente com nosso entendimento de modos de guia 
dc ondas baseados na sobreposição dc ondas planas, no qual a relação entre E v e sc dá 
através da impedância intrínseca í/ do meio. 


El4.3. Determine a velocidade de grupo do modo m = 1 (TE ou l'M) cin um guia de 
pJacas paralelas preenchido com ar com d - 0,5 cm em f ~ (a) 5(1 t il [ 7 , (b) 60 (il [z c 
(c) 100 GHz. 

Resp. 0:2,6 X 10* m/s; 2,9 X 10® m/s 


El 4.9. Observa-se que um modo TE em mui guia dc placas paralelas possui tres máxi¬ 
mos 110 seu padrão de campo elétrico entre x = 0 e x — d. Oual é 0 valor de ml 

Resp. 5 


A 

Animação 


14.5 GUIAS PE ONDAS RETANGULARES 

Nesta seção estudaremos guias de ondas retangulares, uma estrutura amplamcnle 
utilizada na região dc microondas do espectro eletromagnético. Uma breve análise da 
estrutura será aqui apresentada, com 0 objetivo de se entender as características opera¬ 
cionais-chave e os atributos especiais do guia. Sugere-se ao leitor a Referência 
Bibliográfica 3 para estudos adicionais. 
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Figura 14.18 Configurações de campo alótrico para os modos TH 0 (b) TE^ am um guia do 

ondas relangular 


onde 


Kwl) ' 


ir! — 

a 


í^l) 


Os campos nas Equações (78) a (80) São aqueles de um modo genérico de designação 
TE^onde os subscritos indicam que existem m meios ciclos do campo elétrico ao longo 
da dimensão x e zero de variação em y. A constante de de Casamento possui o subscrito 
e ú ainda verdade que 

^Íjái + & t \0 — ^ 

A freqüÊncia de corte para o modoTE^é dada por (41 ) n apropriadamente modiíieada: 


wtO) 


íflTTC 

na 


( 82 ) 


A constante de defasamento fi m0 c dada por (42), Todas as implicações no comportamen¬ 
to do mudo acima e abaixo do corte são exatamente as mesmas conforme encontramos 
para o guia de placas paralelas. A análise da onda plana é também realizada da mesma 
maneira. Os modos TE, mD podem ser modelados como ondas planas que se propagam 
pelo guia refle li n do entre as paredes laterais verticais. 

Uma outra possibilidade é a configuração de campo TE , v . mostrada na Figura 14,186, 
que apresenta um campo elétrico polarizado horizontalmente. A equação de onda (76) 
conteria agora o termo d 3 /8v% e o termo iPfòx 2 desapareceria. Os campos resultantes 
seriam aqueles de (78) a (80) após uma rotação de 90° J unta mente com algumas mudan¬ 
ças de nulação: 

£„ = Eosenl^y)*-** <83) 



ft 


ílp 


WtÁ 


E, sen 


> v i ■" 


(K4) 


H „ ~ os(k,,,,>)<? j '**z 


ftJjU 


(85) 
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onde 


*i tp = 


PTT 

h 


( 86 ) 


e onde a frequência de corte será 



(87) 


É possível a ocorrência de outros modos os quais apresentem variação tanto em x como 
em v. Em geral, a frequência de corte para esses modos é dada por 



Modos que possuem variação cm ambas as direções transversais incluem os TE e TM, 
mas apenas modos TE podem ler variação zero em .r ou em y\ 

Dc interesse prático considerável é o modo que tem a menor frequência de corte. Sc 
as dimensões do guia são lais que b < a. então uma inspeção de (82) c (88) indica que o 
corte mais baixo ocorrerá para o modo 7'E L ,|. Esse ê o modo dominante (e mais impor¬ 
tante) no guia de ondas retangular, porque ele pode se propagar sozinho se a frequência 
de operação for apropriadamente escolhida. 


EXEMPLO 14.4 


Um guia de ondas retangular preenchido com ar tem dimensões a - 2 em e b — 1 cm, 
Detemiine a faixa de frequências rm qual o guia operará em modo único (TE 10 ). 


Soluçai Uma vez que o guta é preenchido com ar, n = 1, e {82} dá, para m — l: 


fÂ 10) 


2tt 


c _ 3 X U)" 1 

2a ~~ " 2(2) 


7,5 GHz 


O próximo modo de ordem mais alta será TE ^ ou TE cl[ ,os quais, através de (82) e (88), 
lerão a mesma Irequênciu de eorte, pois a — 2h. Essa frcqüêneia será O dobro daquela 
encontrada para TE m , ou 15 GHz, Logo. a faixa de frequências de operação na qual o 
guia lerã modo único será 7,5 GIlz < f < 15 Gl Iz, 


Uma vez visto como os guias de ondas retangulares trabalham, perguntamos: por 
que eles são utilizados e quando são úíeis'- ;i Vamos considerar por um momento a opera¬ 
ção de uma linha de transmissão em frequências alias o suficiente para que possam ocor¬ 
rer modos de guia de onda, O estabelecimento dé modos guiados cm uma linha de Iruns- 
missão, conhecido como moding, é de fato um problema que precisa ser evitado porque 
pode causar distorção de sinal. Um sinal que é introduzido cm uma linha desse tipo lerá 
suã potência dividida em Eilguma proporção entre os vários modos. A potência do sinal 
cm cada modo se propaga com uma velocidade de grupo única para aquele modo. Com 
a potência assim distribuída, ocorrerá distorção em distancias suficientes à medida que as 
componentes do sinal entre os modos perdem sincronia umas com as outras, devido aos 
diferentes atrasos de tempo (atrasos de grupo) associados aos modos diferentes. 
Encontramos esse eonceito no Exemplo 14J. 
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novamcnlc significa que as dimensões transversais do guia devem ser diminuídas para se 
manter a operação em modo único. Isso pode ser feito até o ponto no qual as perdas por 
efeito pelicular tornam-se novamente problemáticas (lembre-se de que a profundidade 
de penei ração decresce com o a mento da frequência, atém da diminuição da supcrlieie 
metálica com a diminuição do tamanho do guia). Adicionalmente, os guias tornam-se 
muito difíceis de serem fabricados, com as tolerâncias para casamento ficando mais res¬ 
tritas. Assim, de novo T ã medida que as frequências são aumentadas ainda mais, procura- 
mos por outro ripo de estrutura. 


El4.10, Especifique a largura mínima a e a máxima altura b de um guia retangular 
preenchido com ar, de forma que ele opere em modo único na faixa de frequências \5 
GHz < f< 20 GHz. 

Resp. 1 cm;0,75 cm 


14.6 GUIAS DE ONDAS DtELÉTRICOS PLANOS 

Quando as perdas por efeito pelicular se tomam excessivas, uma boa maneira de 
removê-las é removendo o metal inteira mente da estrutura e utilizar as interfaces entre 
os diele tricôs como as superfícies de confina mento. Obtemos assim um guia de ondas die- 
léfridK Uma forma básica, o guia de onda simétrico laminado^ é mostrada na Figura 14.10. 
A estrutura é assim chamada por causa de sua simetria vertical em relação ao eixo z. 
Assume-se que o guia tem largura em \ muito maior que a espessura d da lâmina, de 
forma que o problema Sc torna bidimensional, com os campos presumiveinienlc varian¬ 
do com íe com z enquanto são independentes de y, O guia laminado funciona de forma 
muito parecida com o guia de placas paralelas, excelo pelo fato de reflexões de onda 
ocorrerem nas interfaces entre didêtrlcos, que possuem índices de refração diferentes n 
para a lâmina e n 2 pura as regiões envolventes acima e abaixo. No guia dielétrico,a refle¬ 
xão total é necessária, e o ângulo de incidência deve cxccdcr o ângulo crítico. 
Consequentemente, conforme descrito na Seção 13.6, o índice da lâmina n. deve ser 
maior que o dos materiais em volta. n ,. Guias dielétricos diferem de guias condutores 
pelo fato de que a potência não está compJetamente confinada à lâmina, mas reside par¬ 
cial mente acima e abaixo. 



Figura 14,19 Estrutura de um guia de onças dteiétrico simétrico 
laminado, no Qual ondas sa propagam an longo da Assuma-sa 

QLie o guia e infinito na direção y tornando assmn o oroblema 
bidimansionai 
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Figura 14,20 Geomel^a da c^da plana de uma onda com lugs 
emn -uin guia de ondas simélr nn laminado Para um modo guiado, a 
retlexão total ocorre no interior, e as componentes em xde k ?u e 
sSd irn&yinârias 

Guias tiielélricüs são usíitlos primeira mente em frequências óticas (da urdem de 
IO 3 ' 1 Hz). Novamente, as dimensões transversais do guia devem ser mantidas da ordem do 
comprimento dc onda para se atingir a operação rnonomodo Vários métodos de fabrica¬ 
ção podem ser utilizados para se conseguir isso, Com exemplo, uma placa de vidro pode 
ser dopada com materiais que aumentarão o incide de re fração, O processo de do pagem 
permite que materiais sejam introduzidos apenas dentro de uma fina camada adjacente 
ã superfície que possui poucos micrômetros dc espessura, 

Para entender a operação do guia,considere a Figura 34,20,que mostra ama onda se 
propagando por uma lâmina através de reilexões múltiplas, mas onde a transmissão par¬ 
cial para as regiões superior e inferior ocorre em cada incidência na fronteira. Os vetores 
de onda são mostrados nas regiões central e superior, junta mente com suas componentes 
nas direções .v c z, Como vimos no Capítulo 13, as componentes em z (f) de todos os 
vetores de onda são iguais, conforme deve ser se as condições de fronteira de campo nas 
interfaces são satisfeitas para todas as posições c por todo o tempo. Transmissão parcial 
nas fronteiras é uma situação indesejada, pois a potência na lãniina gradual mente se 
perde por fuga. Te mos então uma onda com fuga se propagando na estrutura, enquanto 
precisamos ler um modo guiado. Note que, em cada caso, lemos ainda as duas possibili¬ 
dades de polarização da onda,e a designação resultante dos modos -TE ou TM, 

Reflexão total da potência nas fronteiras para as ondas TE ou TM implica, respec- 
li vam ente, que ir ; : ou Ir /t l 2 seja unitário, onde os coeficientes de reflexão são dados nas 
Equações (71) e (bó) no Capítulo 13: 


. _ Tl2v T hy 

%v + ó E jr 


m 
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similar no guia de placas paralelas. Nu guia laminado, assim como no guia de placas para¬ 
lelas. associamos modos de ordem maior com valores crescentes de K v h 

Nas regiões acima e abaixo da lã mi na, as ondas se propagam de acordo com os veto¬ 
res dc onda k- ir c k l4Í conforme mostra a Figura 14.20. Acima da Lâmina. pOf exemplo 
(j > dl2), o campo elétrico TE será da forma 

E y2 , - £^-* ' = E ríl e-*»e-fr (10l , 

Entretanto. k 2 = cqk fJ,, onde eos 0 2> dado por (93) é imaginário- Podemos então 
escrever 


k 2 = -jy 2 


onde y ? é real e é dado por (utilizando 93} 


y 2 = Jk± = jflíka cos0 2 = J n 2k,{~j) 


(S) sen2#i ' 


1/2 


A Equação (101) agora se torna 



( 102 ) 


( 100 ) 


(104) 


onde a variável .r cm (101) foi substituída por .r — (d/2) para posicionar a imensidade do 
campo E \U. ná fronteira. Utilizando um raciocínio similar, o campo na região abaixo da 
superfície inferior, onde x é negativo, e onde k ys está envolvido, será 



(105) 


Os campos expressos em (KM) e (105) são aqueles dc ondas superficiais. Note que 
eles se propagam apenas ca direção z , de acordo com e mas simplesmente reduzem 
sua amplitude com Ixl crescente, de acordo com O termo e r " r em (104) e O termo 
f TJ1 ''' : em (105). Essas ondas representam uma certa fração da potência total no modo, 

c vemos uma diferença fundamental entre esguias de onda dielcLrieosc os guias de onda 
metálicos: no guia dielélrico.os campos (e ei potência guiada) existem por uma seção reta 
que se estende para além das fronteiras de confinamento, e em princípio eles existem por 
uma seção rela infinita. E:i.m situações práticas, o decai meu to exponencial dos campos 
acima é abaixo das fronteiras é tipicamente suficiente para tomar os campos desprezíveis 
numa distância correspondente a poucas espessuras da lâmina a partir de cada fronteira. 


5 Seria apropriado àdivivitãi v subçjtritv no núinvfy d^ minlu m ;i c v k.. fjit ü. pvií- coma era verdadeiru 
piHTj os jzui-iüi metálicos. vamos obter valirrea disenelos para. esB-as. grandezas. l 5 4 Lra manter 4 i notação Bimplea, o 
sübaito m foi suprimido. e n&sUrnireinüB Como subentendido. NoV-arneiite, ob súb&uritOs I c 2 neslA seção indi¬ 
cam tcs pccti vamcnlc as regiões da lâmina e da parte envolvente, c não têm nada a ver com o número do medo. 
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Figura 14.21 Dístribu ções da arnplitude de campo 
aléidcü pélo plano transversal para os irés primeiros 
modos TE em um guia de ondas simétrico laminado. 


A distribuição du campo elétrico Lotai ê composta do campo cm todas as três regiões 
e está esboçado na Figura 14.21 para os primeiros mudos. Dentro da lâmina, ü campo é 
oscilatório e é de uma forma similar àquela do guia de ondas de placas paralelas. À dife¬ 
rença é que OS campus tio guia laminado não alcançam zero nas fronteiras, mas se conec¬ 
tam aos campos acima e abaixo da lâmina que se esvaecem, A restrição é a de que os 
campos TL, em cada lado da fronteira (sendo tangentes à interface) devem se casar na 
fron te ira. Espc ci ií ca m ente, 

£|4jrljr-±dj'l = ^vlvl-r- ±f m (106) 

Aplicar essa condição a (99). (100), (104) e (105) resulta nas expressões finais para o 
campo elétrico TE no guia dc ondas simétrico laminado, para os casos de simetria par e 
ímpar: 


f 

E llr , cos { k |jí Jt r ^ 


£«(TE par) = { E Up cus 


[ íllr. COS 


K] íVrí.-dV*- 

k, 



í/:'ij, sen (k,x)c ' í; 


E w (TE ímpar) = \ 


V 


£Hj; sen 7 - : ' T 

— E tll sen ( k | é ' y '* iií2 ^é ltL ’ 


(■-í < * < f) 

(-0 

(■' < _ í) 


(107) 


(m) 


A solução da equação de onda leva (como deveria) a resultados idênticos a esses, São 
sugeridas ao leitor as Referencias Bibliográficas 2 e 3 para os detalhes, O campo magné¬ 
tico para os modos TE consistirá em componentes de ,v e ^conforme aconteceu para 
o guia de placas paralelas. Finalmente, os campos do modo TM serão quase que os 
mesmos em forma àqueles para o modo TE, mas com uma rotação simples de 90“ na 
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polarizarão das componentes da onda plana. Logo, nos modos I M, H t aparecerá e lerá a 
mesma forma que E para a TE, conforme apresentado em (107) e (108). 

A não ser pelas diferenças nas estruturas do campo, o gala de ondas dielétrico opera 
de unia maneira que e qualilEibvamcnLc similar ao guia de placas paralelas. Novamenle, 
uni número finito de modos discretos serão permitidos em uma dada frequência, sendo 
que esse número aumenta com o aumento da freqiiêncta, Modos de ordens mais altas são 
caracterizados por valores sucessiva mente menores de fí v 

Uma diferença importante no guia laminado ocorre no corte para qualquer modo. 
Sabemos que ft = 0 no corte nos guias metálicos. No caso do guia diclélrico no corte, o 
angulo da onda 0, é igual ao ilngulo crítico ÍL- Assim, á medida que a frequência de um 
dado modo e aumentada,seu valor de 0, aumenta para além de 0 Z para a manter a resso¬ 
nância transversa, enquanto mantém o mesmo número de oscilações de campo no plano 
transversal. 


À medida que o ângulo da onda aumenta, entretanto, o caráter dos campos que se 
esvaem muda significali vam ente, Isso pode ser entendido pela consideração da depen¬ 
dência do ângulo da onda com o coeficiente de decaimento esvancccnte y 2 , conforme 
dado por (103). Note nessa equação que enquanto Ô } cresce (á medida que a frequência 
aumenta). y„ também aumenta, levando a uma queda Eimis rápida dos campos com a dis¬ 
tância acima c abaixo da lânúnu. O modo então $e torna confinado dc forma mais aper¬ 
tada na lâmina,à medida que a frequência é aumentada. Além disso, em uma dada fre¬ 
quência, modos de ordens mais baixas, que possuem ângulos dc onda menores, terão 
valores menores de y 2 conforme indica (103), Consequentemente, quando consideramos 
diversos modos se propagando conjunta mente cm uma frequência única, os modos de 
ordem mais altas carregarão uma porcentagem maior de suas potências nas regiões supe¬ 
rior e inferior que envolvem a lâmirni que OS modos de ordens mais baixas. 

As condições sob as quais os modos se propagarão podem ser determinadas pelo uso 
da condição dc ressonância transversa, conforme fizemos para o guia de phicas paralelas. 
Realizamos a análise da viagem transversal de ida e vo Eia na região da lâmina, da mesma 
maneira que fizemos na Seção 14.3, e obtermos uma equação similar a (37): 


para ondas TE c 



(109) 

( 110 ) 


para o caso TM . As Equações (109) e (110) são chamadas dc equações dos aufovalores para 
o guia de ondas dielêirico simétrico laminado. Os defas a mentos na reflexão cfr TE e <k TM 
são as fases dos coeficientes de reflexão F, e Y p dados por (89) e (90), Esses são pronta- 
mente encontrados, mas acabam sendo funções de 0,. Como sabemos, rc, também depen¬ 
de de más de Lima maneira diferente que ^ r£ e ífr jw . Consequentemente, (UJ9) e (H0) 
são transcendentais em ú, e não podem ser resolvidas na forma fechada. Em vez disso, 
métodos numéricos ou gráficos devem ser utilizados (veja as Referências Bibliográficas 
4 ou 5). Surgindo desse processo dc solução, entretanto, há uma condição dc corte bas¬ 
tante simples para qualquer modo TE e TM: 

f " ■ « ! I L IIIIIM.J — —■S 

k ü d V'/Ty — ^ {>7T — I)tt (m = 1. 2,3,,., ) 


(111) 






EIETHQM AGNETISMQ 


sie 


i |lll a frcqíàènda c aumentada. Adidonalmenle, conforme ú verdade eio guia de ondas 
laminado, a fibra suporta um modo que não apresenta corte. 

A análise da fibra ótica é complicada, principal mente por causa da seção rela circu¬ 
lar, juntamente com o fato de géralmcnte ser um problema tridimensional. O guia de 
ondas laminado possuía apenas duas dimensões a ser consideradas, É possível analisar a 
fibra utilizando raios dentro do núcleo que refletem na fronteira da casca à medida que a 
lu/. sc propaga pela fibra. Hzemos isso com o guia laminado e obtivemos resultados bent 
rapidamente. O método é difícil, entretanto, no caso das libras porque os caminhos dos 
raios são complicados. Existem dois tipos de raios no núcleo: (1) aqueles que passam pelo 
eixo da fibra (eixo z), con hecidos cõmO raios mertdfonaix, f (2) aqueles que nãO passam 
pelo eixo, mas descrevem um caminho em forma de espiral, à medida que se propagam ao 
longo do guia, Esses são conhecidos como raios oblíquos. A análise desses, apesar de pos¬ 
sível, í enlcdianle. Os modos que aparecem naS fihras podem Ser associados com O.s üpOS 
individuais de raios, ou com a combinação deles, mas é mais fácil obtê-los resolvendo a 
equação de onda d ire Lamente, Nosso propósito nesta seção é fornecer uma primeira expo¬ 
sição au problema da fibra ótica (e evitar um tratamento excessiva mente longo). Para con¬ 
seguir isso, vamos resolver o caso mais simples da maneira mais rápida. 

A configuração de fibra mais simples é aquela de um índice degrau, porém com valo¬ 
res dos índices do núcleo e da casca multo próximos, ou seja rq = /ij, Hssei é a condição de 
guiamento fraco,cujo efeito stmplificador na análise é significante. Já vímos como os índi¬ 
ces do núcleo e da casca no guia de ondas laminado precisam ser muito próximos em ler¬ 
mos de valores, para que se atinja a operação mo no mudo ou com poucos modos. Os fabri¬ 
cantes de fibras levaram esse resultado ao pe da letra, de forma que a condição de guia- 
menio fraco é,na. verdade,satisfeita pela maioria das fibras hoje em dia. Dimensões típi¬ 
cas de umâ fibra monomodo estão entre 5 e LO /.irn para o diàmetro do núcleo,com 0 diâ¬ 
metro da casca usualniente de 125 ^.m, As diferenças entre os índices de refração entre o 
núcleo c a casca são tipicamente uma pequena fração dc I %, 

O principal resultado d ei condição de guta mento fraco ü a de que um conjunto de 
modos aparece no qual cada modo é linearmente polarizado. Isso significa que a luz que 
possui polarização x. por exemplo, entrará na fibra esc estabelecerá em um modo ou em 
um conjunto de modos que preservam a polarização em .r. O campo magnético c essen¬ 
cial meti te ortogonal a E e, nesse caso, estaria na direção >\ Às componentes em z de ambos 
os campos, apesar de prcscnLcs, seio muito fracas para serem significa li vas. Os índices 
muito próximos do núcleo e da casca levam íi caminhos para os ratos os quais são essên¬ 
cia I mente paralelos ao eixo do guia,desviando apenas ligeiramente. Na verdade,podemos 
escrever ptira um dado modo E x = q//,., quando y ê aproximado como a impedânda 
intrínseca da casca. Logo, na aproximação de guiamento fraco, os campos dos modos da 
fibra são tratados como ondas planas (não uniformes, é claro). À designação desses modos 
é LP Jm , que significa linearmente polarizado,com parâmetros inteiros ptira ordem de (: e 
m, O último expressa os números de variações nas duas dimensões no plano transversal 
circulai 1 . Especificamente, í, o número de modo azimutal ^ é a metade do número de máxi¬ 
mos (o li mínimos) de densidade de poléneia que ocorrem em nm dado teiío á medida que 
<#> varia de (l a 2 tt ■ m. o número de modo radial ,expressa o número de máximos que ocor¬ 
rem ao longo de uma linha radial (com d* constante) que se estende de zero até o infinito, 

ApeSar de podermos assumir um campo linear meti te polarizado em um sistema de 
coordenadas cartesianas, somos obrigados a trabalhar em coordenadas cilíndricas por 
razões óbvias. De uma maneira que nos lembra do Capítulo 7, é possível escrever o 
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A solução dc (117 /i > para obter ei função radial c ma is complicada, À Equação 
(1176) é uma forma da equação de Bessel, cuja solução são funções de Bessel de formas 
variadas. O parâmetro-chave c a função A ~ (k ~ p) ", tujo quadrado aparece em 
(1176). Note que 0 ( será diferente nas duas regiõCS-dentro do núcleo [p < n ),&<=§ ri* 
(wf/tj - /3 1 ) 1 ' 2 . Dentro da casca (p> a), temos j3 r - 0 a = (n^ - Dependendo das 

magnitudes relativas de k e pode ser real ou imaginário. Essas possibilidades levam 
a duas formas de solução ptira (1176); 


Ri ÍAWAp) real 

\fiAr,(!jS r lp) 0 ( imaginário 


(m 


onde A e B são constantes. J r (p,p) é a função de Cessei ordinária do primeiro tipo, de 
ordem f e argumento 0 f p. K ( {\fi s \p) é a função de Besscl modificada de segundo tipo, de 
ordem i: t argumento IjSJp. As primeiras duas ordens de cada umEi dessas funções são ilus¬ 
tradas nas Figuras 14.32 a c b. No nosso estudo, é necessário conhecer predsamente os pon¬ 
tos onde as funções J ü e J , atravessam o /em. Aqueles mostrados na Figura 14.22?; são os 
seguintes; para os zeros Scão 2,405, 5, 520,8.654, 11,792 e 14,931; para 7j os zeros são 9, 
3.832,7,016, 10,173 c 13324. Outros tipos de funções de Cessei contribuiriam para as solu¬ 
ções na Equação (119), mas eEas apresentam comportamento não físico com o raio c não 
são incluídas. 



(nr) 



Figura 14,22 (a} Funções de Bessel ordinárias do primeiro 

tipo, d& ordens 0 e i o argumenlo onde fj. ú rsal. 

(fcO Funções de Bessel mociticadas do segunoo tioo, oe 
ordens Üê t. é argumonío l^liP, onco o imaginário. 
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= 2,405. Se m = 2 fosse escolhido, obteríamos o número V de corte para o modo LP l2 . 
Utilizamos o próximo zero da função que é 5,520, ou V",(12) - 5,520. Dessa maneira, 
o numero de modo radial m numera os zeros da função de Bessel de ordem £ — 1 T toma¬ 
dos cm ordem crescente dc valores. 

Quando seguimos o raciocínio que acaba dc ser descrito, a condição para operação 
em mono modo, em uma fibra dc índice degrau, c encontrada como 


V < v; (II}- 2,405 


(Í2K) 


Qiuao, utilizando (126) junta mente com k (] = 2 ir/A. encontramos 


A > A, 


2 rra 
2,405 



JT- 


(129) 


como requisito para o comprimento de onda no espaço livre,para que se atinja a opera¬ 
ção cm monomodo, em uma libra de índice degrau, A similaridade com a condição de 
modo único para o guia de ondas laminado [Equação (113)] é aparente. O comprimento 
de onda de cone A c aquele para o rnodo LP,^ Seu valor é tomado como uma especifi¬ 
cação da maioria das fibras mono modo comerciais. 


EXEMPLO 14.6 


O comprimento de onda de corte de uma fibra de índice degrau é especificada como 
A, = 1,20 ftm. Sc a fibra opera cm nm comprimento dc onda A = 1,55 quanto vale V? 

Soluçào. Utilizando (126) e (129), encontramos 

A.. / I *20\ 

V = 2.405 ~ = 2,405 ( i = 1,86 
A VI .55/ 


Os perfis dc intensidade dos dois primeiros modos podem ser encontrados utilizan¬ 
do (123íi) e (123 £j), uma vez determinados os valores de u e w para cada modo por meio 
de (125). Para LP m encontramos 


íw 





fj < (7 
p 5r a 


( 130 ) 


e para LP n encontramos 


/ii 


hjJ s( it n pfí()cas 2 $ 

A.(í;S) 


p eí a 
P — ü 


(131) 


As duti.s intensidades para um valor único dc V são representadas cm uni gráfico em fun¬ 
ção do raio em é - U,na Figura 14,23, Notamos mais uma vez o me noT confina mento do 
modo de ordem mais alta ao núcleo, como aconteceu para o guia de ondas laminado. 

À medida que v aumenta (o que sc consegue pelo aumento da frequência, por 
exemplo), os modos existentes se tornam confinados de forma mais restrita ao núcleo, 
enquanto novos modos de ordens mais altas podem começar a se propagar. 
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Figura 1-4.23 ■Grãlico de intensidades dadas peEas 
Equações (13E1) h (131) dos díi\& prirTifiiríJâ modos I F em gma 
fsbra de ndice degrau com guiamenlo fraco. em função do raio 
noííriaSizaco pia. Ambas as funçbes foram caícukdas na 
mesma frequência de operação Q oontinamento relativarnente 
fraco do modo LP M comparado àquele do LP c ,, è evidente 

O comportamento do modo de ordem mais baixa com a variação de V c descrito na 
Figura 14.24, onde rtovamenlc notamos que o modo se torna mais restrita mente confina¬ 
do a medida que V aumenta. Nei determinação das intensidades, a Equação (125) deve 
em geral ser resolvida numericamente para se obter u e w. Várias aproximações analíti¬ 
cas para a solução numérica exata existem, e a melhor delas c a fórmula de Rudolf- 
Neumann para o modulo LP 0 ,„ válida para a faixa 3,3 < V < 3,5: 


iv ( ,| = 1J428F - 0,9960 


(132) 


Tendo pode ser encontrado por meio de (126), conhecendo-se V\ 

Uma outra importante simplificação para o modo l.P m é a aproximação de .seu per¬ 
fil de intensidade pela função Gaussiana, Uma inspeção de qualquer uma das curvas de 
intensidade da Figura 14.24 ntostrtt uma semelhança com uma Gaussiana, que seria 
expressa como 




( 133 ) 


onde jp Ll , chamado de raio do campo modal, é definido como O raio a partir do eivo da 
fibra no qual a intensidade do modo cai para l/e 2 do seu valor no eixo, Esse raio depen¬ 
de da treqiiéneia, e na maioria das vezes de V , Uma aproximação similar pode ser reali¬ 
zada para a intensidade modal fundamental do guia simétrico laminado, Ma fibra de índi¬ 
ce degrau, o melhor ajuste entre a aproximação por Gaussiana e a intensidade modal real 
conforme da d a em (130) é dada pela fórmula de Marcusc: 


Pu 


(1,05 4 


1,619 

yV2 


2,879 


( 134 ) 
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Figura 14.24 Gráfico do intonsidades para o modo 
l_P f . em uma fibra, de índice degrau com guiarrenio 
fraco. Curvas são mostradas para V 1.0 (sólida}, 

V - i,í ílracejária) b V= 1,5 (pontilhada), correspon¬ 
dendo a aumentos de frequência nessas proporções. 
Lmhas ver ficais Ira cegadas indicam a fronteira 
nudüü.iüdsca, na qual para todos os trás casos, a 
oependência r adial de JL no núcleo se conecta 
á dependência radia! ao K c na casca, conforme 
demonstrado na Equação (130) A migração de 
potência modal am diieçâo ao Lxoda fibra com o 
aumento da frequência e evidente 


O raio do campo moda] {em um comprimento de onda especificado) é uma outra espe¬ 
cificação importante (juntamente com o comprimento de onda de corte) de fibras mono- 
modo comerciais, (i importante conhecê-la por diversas razões: cm primeiro lugar, quando 
SC emenda ou conecta duas libras, inonomodo, unia menor perda na junção será obtida se 
ambas as libras tiverem o mesmo raio de campo modal, e se os ei sos das fibras estiverem 
predsamenre alinhados. Raios diferentes ou dcsalinhamCQto dos eixos resultam no 
aumento das perdas, mas isso pode ser calculado e comparado pela medição, A tolerân¬ 
cia ao alinhamento (desvio permitido em relação ao alinhamento preciso dos eixos) é„de 
certa forma, relaxada, se as fibras possuírem raios de campos modais maiores. Em segun- 
do lugar, um raio de campo modal menor significa que a. fibra tem menor probabilidade 
de sofrer peidas devido ã sua dobra. Finalmente, o rato de campo modal está direlamen¬ 
te relacionado á constante de defasamentü modal /$, desde que u e w sejam conhecidos 
(encontrados por meio de pu)./í pode ser encontrado por meio de (120a) ou ( 120/j). Logo, 
um conhecimento de como fi varia com a frequência (levando à quantificação da disper¬ 
são) pode ser encontrado medindo-se a variação no raio de campo modal com a fre quin¬ 
ei ei. Nova mente, as Referências Bibliográficas 4 1 5 (e as referências bibliográficas lá con¬ 
tidas) fornecem maiores detalhes. 

E14.12. Pafà a fibra do Exemplo 14,6, o raio do núcleo é dado por a — 6,(1 jum. 

Encontre o raio de campo modal nos comprimentos de onda (a) Io? jumt ib) 1,30 jum, 

R esp. 6,78- jim; 6.82 /im 
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14.8 PRINCÍPIOS BÁSICOS DE ANTENAS 

Nesta seção final exploramos alguns conceitos sobre irradiação de energia cletro- 
magnética por meio de uma antena dipolo simples- Uma discussão completa sobre 
antenas e suas aplicações requereria vários capítulos ou livros in toiros, Nosso objetivo 
é produzir um entendimento fundamental de como campos eletromagnéticos irradiam 
a partir de distribuições de correntes. Então, pela primeira vez, teremos o campo espe¬ 
cífico que resulta de unia fonte específica variável no tempo, Na discussão de ondas e 
campos no interior de meios c nos guias de ondas, apenas a movimentação da onda no 
meio foi investigada, e as fontes dos campos não foram consideradas, A distribuição de 
corrente em um condutor foi um problema similar, apesar de pelo menos termos rela¬ 
cionado a corrente com uma intensidade assumida de campo elétrico na superfície do 
condutor, Isso poderia ter sido considerado uma fonte, mas não é uma muito prática, 
pois é infinita em extensão. 

Consideramos agora um filamento de corrente (de seção rela infinilcsimalmcnlc 
pequena) como a fonte, posicionada dentro de um meio infinito sem perdas, O filamen¬ 
to é tomado como tendo um comprimento diferencial, mas deveremos ser capazes de 
estender os resultados facilmente para um filamento que seja pequeno comparado ao 
comprimento de onda, mais es peei ficam ente menor que aproximadamente um quarto 
do comprimento de onda total. O filamento diferencial é mostrado na origem e orien¬ 
tado ao longo do ciso z na Figura 14,25. í.) sentido positivo da corrente é tomado no 
sentido de a,. Consideramos uma corrente uniforme cos wt nesse pequeno compri¬ 
mento d e não nos preocupamos no momento com a aparente desconlimiidade em cada 
extremidade, 

Não vamos tentar neste momento descobrir 11 a fonte da Fonte w , mas apenas assumir 
que a distribuição de corrente não pode ser mudada por qualquer campo queda produza. 



Figura 14.25 Um filamento dife r eocial cie 

torrente d@, COrrlprimèrilO dè perCorr^O pP* 
uma corrente I L cos ta í. 





Yo u h ave e i th e r re a c h e d a p a g e th at i s u n a va i I a b I e f o r vi e vvi n g o r re a c h e d yo: u r vi ewj n g li rn i t f o rthis 

book. 
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Para simplificar a interpretação dos termos entre parênteses, fazemos as substituições 
o) - 2t rf, /A = i\ v = I /V^te, e 17 - V produzindo 



I(\d « 

-f--.se n tf er 
4xr 




2 77 
Ar 



(135) 



2 t .r 


COS fie JíwrfA 





(136) 




sen tf e ' lwr, " A 




+ 


>27rrV 


(137) 


Essas trés equações sao indicativas da razão pela qual tantos problemas envolvendo 
antenas são resolvidos por métodos experimentais em vez de métodos teóricos, Elas 
resultaram de três passos gerais: uma integração (atípicamente trivial) c duas diferencia¬ 
ções. Esses passos são suficientes para fazer que o elemento de corrente simples e a 
expressão simples para sua corrente 11 explodissem 1 *,gerando um campo complicado des¬ 
crito por (135) a (1.37). Apesar dessa complexidade, várias observações interessantes são 
possíveis. 

Poderíamos notar primeiramente o fator e que aparece em cada componente. 
Isso indica uma propagação no sentido positivo dc r (sentido para fora), afastando-se da 
origem, com um fator de defasamento fi = 2irik. Com isso, o comprimento de onda é A e 
a velocidade é v = l/v fie. Utilizamos o termo comprimento de onda agora com um sen¬ 
tido de certa forna mais amplo em relação n definição original, o qual identificou o com¬ 
primento de onda de unia onda plana uniforme com a distância entre dois pontos, medi¬ 
da na direção de propagação, nos quais a onda possui valores Instantâneos idênticos. 
Aqui existem complicações adicionais causadas pelos lermos entre parênteses, que são 
funções complexas de r. Essas variações devem agora ser desprezadas na determinação 
do comprimento de onda. Isso é equivalente a uma determinação do comprimento de 
Onda e uma grande distância da origem, e pt ide mos demonstrar isso esboçando as com¬ 
ponentes de //^ como funções de r sob as seguintes condições: 

1(4 = 4tz tf = 90° t = 0 f= 3Ü0 MHz 


v = 3 X l(ri m/s (espaço livre) A = I 


Hl 


Logo 


// 


/, 2 f I \ 

= ('T + ?) 


■ò.v 


rr 


e a parle real pode ser determinada cm t = 0 , 


// 


= \j{~) + 7 CÜS - 2irr; 


A 


\ 
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Figura 14,27 A amplitude instantânea de para o caso especial de um elemento ae corrente 
que possui L.d = Atté k = té representada no gráfico em fJ ÕC e t 0 {s) na isgiâo 1 ■; r ^ 2 
perto da antena, e (d) na região 101 r ^ 10£ dfstanle da antena A CLirva á escue^ca noia d amente 
n&o é senoidal pois. se fosse '.una senò de, os pontos em suas axíremidadas deus riam alcançar o 
eixo r precisamente em 1 e 2. 


Sabendo que cosíu - b) = cosacosí) + sen c/sen b e que cos(tg 1 jt) = 1 /Vl + jr, 
podemos simplificar esse resultado para 

H# = (còs2 ?tr + 2-?rrsen 2irr) 

Os valores obtidos através dessa última equação são representados em gráfico cm 
função de r na faixa de valores 1 <: r ^ 2 na Figura 1 4.27 íj, A curva é notada mente não 
senoidal. Em r = I. //,, — 1, enquanto em r — 2, um comprimento de onda depois, 
- 0,25, Além disso, a curva atravessa o eixo (com inclinação positiva) em r - I 
0,0258 e r - 2 - 0,0127, nova mente tuna distância que não é igual a um comprimento 
de onda, Se um esboço similar ú feiio na faixa de valores 101 ^ r ^ 102 T mostrado na 
Figura E4.27ÍI numa escala de amplitudes diferente, uma onda essencial mente senoidal 
é obtida, sendo que os valores instantâneos de em r - 101 e r = 102 são 0,000 099 8 
c 0,000 099 6 . A.s amplitudes máximas das porções positiva e negativa da forma de onda 
diferem de menos de 1 %, e podemos dizer que para todos os propósitos práticos a 
onda nessa região é uma onda plana uniforme que apresenta uma variação senoidal 
com a distância (c tempo, c claro) c um comprimento de onda bem definido, Essa onda 
e vi d ente mente propaga energia para fora da antena diferencial - vamos calcular essa 
potência em breve. 

Continuando a investigação de (135) e (137), vamos agora dar uma olhada mais cui¬ 
dadosa nas expressões que contêm os termos variáveis com l/r, l/r e l/r. Nos pontos 
muito próximos do elemento de corrente, o termo 1/r deve ser dominante, No exemplo 
numérico que usamos, os valores relativos dos termos cm 1/r\ l/r 2 e l/r na expressão de 
E fís são aproximadamente 259,16 é 1, respectiva mente, quando ré 1 cm. A variação do 
campo elétrico com 1 ÍE deve nos lembrar do campo eletrostático do dipolo (Capítulo 4). 
Esse termo representa uma energia armazenada num campo reativo (capacitívo) e que 
não contribui para ei potência irradiada, O termo com o inverso do quadrado na expres¬ 
são de II it , c de forma similar importante apenas na região muito próxima do elemento 
de corrente, c corresponde ao campo de indução do elemento cc dado pela lei de Biot- 
Snvart. Era distâncias correspondentes a 10 ou mais comprimentos de onda a partir do 
elemento de corrente oscilante, todos os termos, excelo o termo com o inverso da distân¬ 
cia (l/r), podem ser desprezados e os campos distantes ou irraadiüdosi se tornam 
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St tentarmos aprimorar nossos resultados assumindo uma variarão scnoidal para a 
amplitude da corrente com a distância ao longo da antena, e se os efeitos de propagação 
forem incluídos na análise, as integrações necessárias para se encontrar A e a potência 
irradiada tornam -sc enorme mente mais difíceis. CõmO queremos ir logo para a última 
página, vamos apenas observar que, para a antena mais popular no mundo, o dipolo de 
meia onda (d — A/2), a seguinte sequência de resultados é obtida: 



(141) 




(142) 


{2 tt) 2 (2*r) 4 (27 t)* (2*) f 


R,,a - 30 . -e- - — - + - 


2-2! 4 - 43 6 ■ ó! 8 - 8! 


= 73,1 Í1 


( 143 ) 


Vamos comparar esse valor exato com os resultados obtidos por meios mais aproxi¬ 
mados. Suponha que primei ram ente tentemos encontrar a resistência de irradiação assu¬ 
mindo uma distribuição uniforme de corrente e desprezando os efeitos de propagação. O 
resultado é obtido de (140) com dlÀ - 1/2; J? h1 j — 2 ()ít' — I 97*4 Q. Isso é muito maior que 
73,1 íí, mas também consideramos uma corrente muito maior na antena em relação ao 
que c apresentado na realidade, 

O resultado pode ser melhorado pela distribuição linear de corrente ainda ignoran¬ 
do a propagação. A corrente média é metade do valor máximo,a potência ê um quarto e 
a resistência dc irradiação cai para 5 t r ou 49,3 Q. Agora, o resultado é muito pequeno, 
principal mente porque o valor médio da onda triangular é menor que o valor médio da 
onda senoidal. 

Finalmente, se considerarmos uma distribuição senoidal de corrente, temos um valor 
médio de 2 /tt vezes o máximo, e ji resistência de irradiação se torna (2/-Tr)-(2üír 2 ) J ou 80 ÍL 
Isso é razoavelmente próximo do valor verdadeiro; a discrepância reside na desconsidera¬ 
ção dos efeitos dc propagação. Lm uma antena linear* o efeito dc propagação é sempre 
para causar euneelanenlo, assim, a sua consideração deve sempre le\ ar a vnlores menores 
para a resistência de irradiação. Esse decréscimo é de magnitude relativamente pequena 
(de 80 para 73,1 íl), porque os elementos de corrente que tendem a se cancelar um com o 
outro são aqueles nas extremidades do dipolo, e esses possuem baixas amplitudes. Além 
disso, o cancelamento c maior na direção ao longo do eixo da antena, onde todos os cam¬ 
pos dc irradiação são zero para unia antena linear. 

Antenas familiares que estão dentro da classificação de di polos são os elementos nli- 
lizados nas antenas receptoras comuns de TV e FM. 

Como um exemplo final de antena prática, vamos agrupar alguns fatos sobre a ante¬ 
na monopolo. Ela é constituída da metade de um dipolo mais uni plano perfeita mente 
condutor,conforme mostra a Figura I4,30w. O princípio da imagem discutido na Seção 5.3 
fornece a imagem mostrada na Figura 14.31)/» c nus assegura de que os campos acima do 
plano são os mesmos tanto para o monopolo quarto para o dipolo. Logo, as expressões 
(138) e (139) são igualmente válidas para o monopolo, O vetor de Poynting é também o 
mesmo acima do plano, mas a integração para se encontrar a potência total irradiada é cal¬ 
culada apenas na metade do volume. Com isso, a potência irradiada e a resistência 
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PlanO LonduCor perfeito 


(d) 


MnnopoltN 


t 


/ 





Imanem 


f 






Figura 14,30 (aj Um monopolo ideal está sempre associado a um plano condutor 
períaito. (d] 0 monopolo somado à sua imagem formam um dipoJo. 


de irnidiação para o monopolo valem mélade dos valoras correspondentes para th dipolo. 
< omo exemplo, um monopolo no qual c assumida uma distribuição uniforme de corrente 
tem tf n j = 4Ü7r 2 (cíA) 2 . Uma corrente triangular kvu a R rjsà = IOttJJ/A ) : . Li n distribuindo 
senoidal de corrente de um monopolo de A/4 leva a R i]ki = 36,5 ii. 

Antenas monopolo podem ser alimentadas por um cabo coaxial abaixo do plano, 
tendo seu condutor central conectado à antena através de um pequeno huraeo, e tendo 
seu condutor extern o conectado ao plano, Se a régia õ abEiixo do plano é inacéssivél ou 
inconveniente* o cabo coaxial pode scr deitado sobre o plano e sen condutor externo 
conectado a ele. Exemplos desse Lip-tí de antena incluem as amenas de transmissão em 
AM e antenas CB. 


£14.13. í akule os valores para a curva mostrada na Figura 14,27^ em r — 1.1,2, 1,4, 

1,6,1,8 c 2. 

ftesp. 1,(10:5,19; 2,23;-2,62; 3,22:0,25 


£14.14, Uma antena curta com uma distribuição uniforme de corrente colocada no 
ar tem I ü d = 3 x 10 4 A ■ m c A - 10 cm. Encontre |£ ft( l em 0 ~ tyif, = 0 o e r =: 
(a) 2 cm; (Z?) 20 cm; (o) 200 crn. 

Resp. 25 V tm ; 2.8 V/m; 0.28 V/m 


El4.15. A antena monopolo da Figura |4.3íla tem comprimento J/2 - (),(Í8U m e 
pode ser considerada como conduzindo uma distribuição triangular de corrente para 
a qual a corrente de alimentação / vale 16,0 À em uma frequência de 375 MII2 no 
espaço li vire. No ponto r(r ~ 400m, f ? — 60°, tfr — 45") encontre: (tr) //. w ; (/j) E é ^ (c) a 
amplitude de P r 

Rçsp. /1,7 mA,'m:jO,65 V/m; 1,1 mW ,'ni- 
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reflexão na interface do didetrito, (n) Encontre essa frequência. (h) O guia está 
operando num modo TM único na frequência encontrada na parle (a)? Dica : 
Lembra-se do ângulo de Brewster? 

14.16 No guia da Figura 14.31 é encontrado que os modos m ~ I que se propagam da 
esquerda para a direita se refletem totalmente na interface, de forma que nenhu¬ 
ma potência é transmitida na região de constante dielétrica e' r2 . (a) Determine a 
faixa dc frequências na qual isso ocorrerá, (/j) A sua resposta da parle (ff) de algu¬ 
ma forma está relacionada à frequência de corte para os modos m = I em cada 
região? Dica: Lembra-se do ângulo crítico? 

14.17 Um guia de ondas retangular tem dimensões a = 6 cm e h = 4 cm. (a) Hm qual 
faixa de frequências o guia operará em modo único? (b) Em qual faixa de frequên¬ 
cias o guia suportará ambos os modos TE, e TE, , e nenhuiti outro mais? 

14.18 Dois guias de onda retangulares estão unidos ponta com ponta. Os guias possuem 
dimensões idênticas, onde a - 2b. Um guia está preenchido com ar. O outro está 
preenchido com um diclêtrico sem perdas caracterizado por e J fJ (a) Determine o 
valor máximo permitido para * J r de forma que uma operação cm modo único possa 
ser assegurada simultaneamente em ambos os guias em alguma frequência. 
(p) Escreva uma expressão para a faixa dc frequências na qual uma operação 
monomodo ocorrerá em ambos os guias. Sua resposta deve ser em termos de ej., 
das dimensões do guia conforme necessário, c de outras constantes conhecidas. 

14,11) Um guia dc ondas retangular preenchido com ar deve ser construído p;tra uma 
operação em monomodo em 15 GHz, Especifique as dimensões do guia, a e õ. de 
forma que a frequência dc projeto seja 10% niats alta que a frequência dc corte 
para o modo TE l0> enquanto é 10% mais baixa que a frequência de corte para o 
próximo modo de ordem mujs frliâ- 

14.20 Utilizando a relação {S) = Re{E^ X H*} e as Equações (73) a (80), mostre que a 
densidade média dc potência no modo TE in em um guia dc ondas retangulares é 
dada por: 

(S) = ~ — *'Hsen-(jr| (h r)»_ VV/m J 


14.21 Integre o resultado do Problema 14,20 pela seção reta do guia,ü < x < g.U < y < b, 
para mostrar que a potência média cm watts transmitida ao longo do guia e dada 
por: 





4q 


E\ sen # 1[; , W 


onde 7 ) _ e^iu é o ângulo da onda associado com o modoTE ltl . Interprete. 

14.22 Mostre que o parâmetro de dispersão de grupo, para um dado modo cm 

um guia dc oridíax dc placas parulclus ou rctungu lures é dudo por: 


d^_ 

rfw 


—) I - (—) 

úJ / \ii) f 


yi 
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onde t,).. & a ficqiifinda angular de corte para o modo em questão [note que a forma 
para a derivada primeira já foi encontrada, resultando na Equação (57)]. 

14.23 Considere um pulso Limitado por transformada de frequência central/= 10 GHz, 
de largura total 2T - 1,0 ns. O pulso se propaga em um guia retangular sem per¬ 
das mono modo, que é preenchido com ar e no qual a frequência de operação de 
10 Gilz vale 1,1 vez a frequência de corte do modo TE tcl , Utilizando o resultado 
do Problema 14.14, determine o comprimento do guia necessário para que o pulso 
se alargue duas vezes o seu valor inicial. Qual passo simples pode ser tomado para 
reduzir o alargamento do pulso nesse guia, enquanto se mantém a mesma largura 
inicial do pulso? Informações adicionais para esse problema são encontradas na 
Seção 13.6, 

14.24 1 Jm guia de ondas dielétrico simétrico laminado tem uma espessura da lâmina 
d ~ 10 jwm.com n, = 1,4K e n 1 = 1,45. Se o comprimento de onda da operação vale 
À - 1,3 ^m, quais modos se propagrão? 

14.25 Sabe-se que um guia de ondas simétrico laminado suporta apenas um único par de 
modos TE eTM num comprimento de onda A - 1,55 pm.Se a espessura da lâmi¬ 
na vale 5 ^m, qual é o valor máximo de se n 2 - 3.30? 

14.26 Em um guia de ondas simétrico laminado, n, = 1,45, n 2 = 1,50 c d = 10 gm. (cv) 
ÍJuat é a velocidade de fase dc nrnJo m ~ 1 TE ou TM no corte? (6) Como seu 
resultado para a parte (a) mudará para modos de ordem mais alta (se é que 
mudarão)? 

14.27 Uni guia de ondas assimétrico laminado é mostrado na Figura 14,32. Neste caso, as 
regiões acima c abaixo da lâmina possuem índices de refração diferentes, onde 
u, > jz* > n -,.(«) líscrcva.cni termos dos índices apropriados, uma expressão para 
o ângulo de onda Ü menor possível que um modo guiado pode ler, (6) Escreva uma 
expressão para a velocidade dc fase máxima que um modo guiado pode ter nessa 
estrutura, utilizando parâmetros dados ou conhecidos. 

!4 + 2K Sabe-se que uma fibra ótica de índice degrau possui modo único em cornpri men¬ 
tos de onda A > 1,2 p m, Unia outra fibra deve ser fabricada a partir dos mesmos 
materiais, mas deve apresentar modo único em com prini.cn tos de onda A > 0,63 
/jim. Por qual porcentagem deve o raio do núcleo da nova fibra ser diferente do 
antigo, e deve ser maior ou menor? 



Figura 14.32 Vaja o Problema 14.27. 
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Análise Vetorial 

A.1 COORDENADAS CURVSLÍNEAS GENERALIZADAS 

Vamos considerar um sistema dc coordenadas ortogonais gene rali /a das na qual um 
porto é localizado pela interseção de três superfícies mutuara ente perpendiculares (de 
forma não especificada). 


ii = constante 
v = constante 
n. 1 = constante 


Onde ií. v e w sào as variáveis do sistema dc coordenadas. Se cada variável For aumenta¬ 
da por uma quantidade diferencial e mais três superfícies mu tua mente perpendiculares 
forem desenhadas correspondendo a esses novos valores, um volume diferencial é for¬ 
mado o qual c aproximadamente um paralelepípedo retângulo, l. 'ma vc/. que u. v e w não 
precisam ser medidas pelo comprimento tãl como as variáveis dc ângulo dos sistemas dc 
coordenadas cilíndricas e esféricas, cada uma deve ser multiplicada por uma função 
genérica dc jí, v c w para se obter os lados diferenciais do paralelepípedo. Com isso, defi¬ 
nimos os fatores dc escala h 2 c ft 3 ,cada um como uraa função das três variáveis u, v c 
w. e escrevemos os comprimentos dos lados do volume diferencia] como 

dL l — h 2 du 
dL 2 - h t du 
dL$ — du 

Nos Ires sistemas de coordenadas discuti dos no Capítulo I, é aparente que bs variá¬ 
veis e fatores de escala são: 


Cartesianas: 

i( = V 

v = y 

w = Z 


A, = 1 

h 2 = I 

*3=1 

Ci línd ricas: 

u = p 

v = 4- 

w = z 


*i = i 

h-, — p 

/!, = 1 

Esféricas: 

u = r 

v = 6 

w - ò 


i h = l 

h ? = r 

/tj — r sen ü 


542 




Yo u h ave e i th e r re a c h e d a p a g e th at i s u n a va i I a b I e f o r vi e vvi n g o r re a c h e d yo: u r vi ewj n g li rn i t f o rthis 

book. 


544 


EIETHQM AGNET1SMQ 


em termos cto comprimento, diferencie das componentes, ti^du, h-4v e h y d^\ 

1 HV . I dV . . I dV, J 

rtv — -- rf I cia + - h-dv + -— tiidw 

/l I Hll /Tj 3v " Ag fílC 

□este modo, visto 411 c 

dL = h^dii^ + e dl 7 — VF - dL 

vemos que 

I áv 1 r*v ! HV 
jll] ctU /J 2 c?v hg ríIV 


(A.3) 


As componentes do rotaeioual de um vetor H são obtidas considerando um cEimi- 
nho diferencial prunciramente cm uma superfície u = constante, e encontrando a circu¬ 
lação de H ao longo deste caminho, conforme foi discutido para coordenadas cartesia¬ 
nas na Seção 8,3, A contribuição ao longo do segmento na direção a, e 

H^ijdv - -_-^-(tí^dv)rfw 
1 aw 

e ut[ucía ao longo do segmeruo difelamente oposto é 

-Hrfhdv - V ~ — {UJi,dv)dw 
2 oW 


A soma dessas duas partes é 


- (HJlzdv\dw 

t?tv 


ou 


(hiHAdvdw 

Hw 

e a soma das contribuições dos outros dois lados do caminho é 

~' (MC )dvdw 

dv 

Sonando-se esses dois termos e dividindo-se ei soma pela área envolvida, h 2 h i dvdw f 
vemos que a componente em a,, do rotacional de H é 


(V x H) tf = 


I 


hdli 


f (Jtjffj ■' ~~ (h 2 H v ) 

(ív rilV 


e que as outras duas componentes podem ser obtidus por perm uíaçitO eiclica. O resulta¬ 
do pode ser expresso através de um determinante. 


V X H = 



a v 

a. 

Ms 

Ml 

M 2 

ri 

B 

ò 

Bu 

Bv 

Bw 

M'„ 

h 2 fi v 

MA, 


(A.4) 
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Constantes dos Materiais 

A Tabela C.l lista valores típicos da permissividade relativa e'uu constante dielétri- 
ca para materiais isoladores e di elétricos comuns, juntam ente com valores r epre sen lati - 
vos para a tangente de perdas. Os valores devem ser considerados apenas como repre¬ 
sentativos para cada material, e aplicam-se Et con dições normais de temperatura e umi¬ 
dade e para frequências de áudio muito baixas, À maioria deles foi retirado do Re fere n ce 
Data for Radie? fcngineemd The Standard liandhook for /JcLtricui Engineerx 1 C vou 
Hipplcíf e esses volumes devem Servir como referência para informações adi ciou ais 
esses e outros materiais, 

A Tabe la C.2 apresenta a c<mdutividade para um certo ruimer <•> de conduiores metá¬ 
licos, para alguns inEitericiis isolantes e para vários outros materiais de interesse geral Os 
valores foram tirados das referências listadas anteriormente, c são aplicados à frequên¬ 
cia zero e tempera lura ambiente. A lista esià na ordem decrescente de eondutividude. 

Alguns valores representativos da permeabilidade relativa para vários materiais 
d iam a gn éticos, para magnéti cos, ferri magnéticos e ferromagnéticos estão relacionados na 
Tabela C,3, Eles foram extraídos das referendas listadas anteriormente, e os dados para 
os materiais ferromagnéticos são apenas válidos pEtra densidades de fluxo magnético 
muito baixas. Permeabilidades máximas podem ser uma ordem de magnitude mais alta. 

Valores são dados nu Tahüla t-4 pura a carga u massa de repouso de um elétron, 
para a permissividade e a permeabilidade do espaço livre e para a velocidade da luz d 


1 Veja as Referenda? Bibliográficas do Capítulo II. 

Veja as Referência? Bibliográficas do Capítulo 5. 

' von Hippel, A. R. Dreleiric \f nitri tifo and Appiititiiúitx. Cambrid.ee. Mass. e Nova Iorque: TTie Technology 
Press of lhe Massachusettt Institute ofTechnology and Jcntm Wiley & Sons. 1 '.>54. 

■ Cohen, E. R. u Taykrr, B. N. The 198ft A d\ustmenl of tíie Fundamental Ph vacai Coiifumls. Flmsford, N".Y.: 
Pergsmun Press, 19S6. 
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Tabela C r 1 *; e t7f' 


iMulerial 


eV 

Ar 

1,0005 


Álcool etílico 

25 

0,1 

Óvido Ju alumínio 

8,8 

0,000 6 

Âmbar 

2.7 

Ü.002 

Baque tile 

4,74 

0.022 

Tit anato de bário 

1200 

0,013 

Dióxido de carbono 

1.001 


!->rrilé (Ni/n) 

12,4 

0,000 25 

Gcrmãnio 

16 


Vidro 

4-7 

0.002 

Gelo 

4,2 

0,05 

Mica 

5.4 

0,000 6 

Ne op iene 

6,6 

0.011 

Náilon 

3,5 

0.02 

Papel 

3 

0,008 

Pt t:\Kr%ki.v 

3,45 

0.03 

Folictikno 

2.26 

0.000 2 

Polípropileno 

2,25 

0,000 3 

Poliestireno 

2,56 

0,000 05 

Porcelana (proees&o seco) 

6 

0,014 

Fy ra tio! 

4.4 

0,000 5 

Vidro pircj; 

4 

0.000 6 

Quaily.n ífundido} 

3,a 

0,000 75 

Ror racha 

2,5-3 

0,002 

Sílica ou Si0 2 (fundido) 

3.K 

0.000 75 

S-ilíeio 

11,8 


Neve 

33 

0,5 

ClurelO de sddiú 

5,9 

0,000 1 

Terra (seca) 

2,S 

0.05 

Esleatite 

53 

0,003 

Styrofoam 

1,03 

0,000 1 

Téflon 

2,1 

0.000 3 

Dioxido dc tilfinio 

100 

0.001 5 

Água (destilada) 

80 

0.04 

Agua (do mar) 


4 

Água (desidratada) 

1 

0 

Madeira (seta) 

1,5-4 

0,01 
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Tabela C.2 p 


Material 

ít, 5/m 

Material 

cr* S/m 

Prata 

6,17 X I0 T 

Nicromo 

0,1 X 10 7 

Cobre 

sm x io T 

Grafite 

7 X 10+ 

Ouro 

4.10 X I0 T 

Silício 

2300 

Alumínio 

332 X L(P 

Fcnile (típico) 

100 

Tungsténio 

132 

Água (do mar) 

5 

Zinco 

1 .67 X U.P 

Calcária 

io-- 

Latau 

1,5 X IIP 

Argila 

5 x KF * 

Níquel 

1.45 X 1Ü T 

Água (doce) 

10 3 

Ferro 

1,03 x IIP 

Água (destilada) 

10 * 

Bronze fosfórico 

1 X IIP 

Te rra (areia) 

10 ' 

Solda 

0.7 X ICF 

Granito 

10 41 

Aço carbono 

0.6 X ÍO 7 

Mármore 

10 M 

Praia germânica 

03 X ÍO 7 

Baque Lite 

10 ç 

Manganês 

0,227 X 10 T 

Porcelana (processo sceo) 

io- ]0 

Cunxíániíin 

0,226 x IIP 

Diamante 

2 x 10 3i 

üermãnio 

0,22 x IIP 

Poliestireno 

10 '* 

Aço inoxidável 

0,1 1 x II) 7 

Quartzo 

LO"' 7 

Tâbelâ C,3 jt r 

Material 

f* r 

M ateria 1 


Bismulo 

0,999 998 6 

Li mii lha dc ferro 

100 

Parafina 

0,999 999 42 

Aço dc máquina 

300 

Madeira 

0,999 999 5 

Ferrite (típico) 

1000 

Prutu 

0,999 999 81 

1 ,iga 45 

2500 

Alumínio 

1,000 000 65 

Ferro dc transformador 

3000 

Be ríl io 

1,000 000 79 

Ferro sílãco 

3500 

Cloreto de níquel 

1,000 04 

Ferro (puio) 

4000 

SulfatiJ de HUngüriLS 

1,000 1 


20 000 

Níquel 

50 

Seruhixt 

30 000 

Exrro fundido 

60 

Supcrliga 

100 ÜOO 

Cobalto 

60 




Tabela C,4 ConsLaníes fisicas 

Grandeza 

Valor 

Cu rga d:> elétron 

r (1,(t02 177 33 ■ 0,000 00046) x 10 '"f 

Massa do détron 

m = (9,109 3897 ± 0,0000054) x 10 l| kg 

Pcrmissividade do espaço livre 

= 8,854187817 x [ir 11 r/m 

Permeabilidade do espaço livre 

jLT|| 4 tt 10 7 H/m 

Velocidade da luz 

c 2,99792458 X 10* m/s 
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Origens da Permissívidade 
Complexa 

Conforme aprendemos no Capítulo 5, um dielélrico pode ser modelado como um 
arranjo de átomos c moléculas no espaço livre que são polarizados por um campo elétri¬ 
co. Ü campo força as cargas ligadas positivas e negativas a se separar em oposição às suas 
forças de Coulomb de atração, produzindo assim uma cadeia de dipolos microscópicos. 
As moléculas podem se arranjar de uma maneira ordenada c previsível (tal como em um 
cristal) ou exibir posicionamento e orientação aleatórios, como aconteceria em materiais 
amorfos ou líquidos. As moléculas podem ou não exibir momentos de dipolo permanen¬ 
tes (existentes antes do campo ser aplicado) e. se exibirem, usnatmeulc apresentarão 
orientação aleatória ao longo do volume do material. Como foi discutido na Seção 6,1 .o 
deslocamento de cargas de uma maneira regular, igual quando induzido por um campo 
elétrico, gera utiiej polarização macroscópica P. definida como o momento de dipolo por 
unidade de volume: 


P = 


li ETl 

Au 


jV.lv 


2 pi 


(Dl) 


onde jV é o número de dipolos por unidade de volume e jq ú o momento de dipolo do 
r-ésimo átomo ou molécula, encontrado por 

P, = 0, d (D.Z) 

Q, é a positiva das duas cargas ligadas que compõem o dipolo i e d : e a distância entre as 
cargas, expressa como um vetor que vai da carga negativa para a positiva. Nova mente, 
consultando a Seção 6.1, o campo elétrico e a polarização estão relacionados por 

P = fítfpE (D.3) 


onde a susceptibilidade elétrica \ r forma a parte maís interessante da constante diclc trica: 

= 1 ■ + X* (D.4) 
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Logo, para entender a natureza de e,, precisamos entender x? e + assim, temos de explorar 
o comportamento da polarização P. 

Ncsle caso, con$i dêramos eis cmnplicnçíies adiei ó nadas dê como OS dí polos respon- 
dem a um campo harmônico no tempo que se propaga como uma onda pelo material. O 
resultado dc sc aplicar inna função forçãnle desse tipo é que momentos dc dipolo oscila¬ 
tórios são criados, e esses então estabelecem itma onda de polarização que se propaga pelo 
material. O efeito é produzir uma função de polarização V(z, f), que tem a mesma forma 
funcional do campo alimentado E(z,í). As moléculas propriamente ditas não se movem 
pelo m ei (criai, mas seus momentos dc dipolo oscilatórios coletiva mente exibem uni movi¬ 
mento de onda, assim coeho ondas em uma piscina de água são formadas pela movimen¬ 
tação para cima e para baixo da água. Deste ponto a descrição do processo Sc lorna com¬ 
plicada e, em muitos aspectos, além do escopo da nossa discussão atual. Podemos formar 
uni entendimento qualitativo básico, contudo, pela consideração da descrição clássica do 
processo, que é a de que os dipolos, uma ve/ oscilando* com portam-se como Eintenas 
microscopias, reó rra dia ndo campos que se propagam conjunta mente ao campo aplicado. 
Dependendo da frequência, haverá algum deíasamento entre o campo incidente e o 
campo irradiado, em um ei d ei d a localização dc dipolo. Isso causa um campo resultante 
{formado pela superposição dos dois) que agora interage com o próximo dipolo, À irra¬ 
diação a partir desse dipolo se soma ao campo anterior como antes, e o processo se repe¬ 
te de dipolo para dipolo. Os deiasamentos acumulados cm cada posição são manifestados 
como uma diminuição equivalente da velocidade de fase da onda resultante, A atenuação 
dii- campo pode também ocorrer, a qual. no modelo clássico, é levada cm conta pelo can¬ 
celamento parcial de fases entre o.s campos incidente e irradiado. 

No nosso modelo clássico, o meio é um conjunto de osdíadores de elétrons fixos 
idênticos, no qual as forças de ligação de Coulomb nos elétrons são modeladas por molas 
que fixam os elétrons áos núcleos positivos. Consideramos elétrons por simplicidade, 
mas modelos similares podem ser utilizados para qualquer partícula de carga ligada. A 
Figura D, I mostra um oscilador único, localizado na posição z no material e orientado ao 
longo de Jt.Umà Onda plana uniforme, assumida como linearmente polarizada ao longo 
de jr*se propaga pelo material na direção z. O campo elétrico na onda desloca o elétron 
do oscilador na direção jt pela distância representada pelo vetor d. Um momento dc 
dipolo ê então estabelecido, 

PU, f) = -eú[z,t) (D.5) 


- -■■ força de deslocamento-- c e 

e 

—f-A - força de amortecimento .= my t v 


força restauradora k , ú 

Figura D,1 Moctelo do dipolo atômico. com forças do Coulomb 
entre cargas positivas e negar vas modeladas como aquelas de 
uma mota que lem constante eláslica h„ L : m campo elélrico 
aplicado dasdea o elãtron por uma disláncia d, raaollando am 
um rmornanto de dipolo p = -âd 
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Com as ondas nessa fornia, a diferenciação no tempo produz um fator de júí. 
Consequentemente, (D, 11) pode ser simplificada e reescrita na forma fasorial: 


1. f- 

+ j^yA, + ufar = K, 

ff] 


(Dl 3) 


onde {D.4) foi utilizada. Resolvemos agora (D, 13) para d vl obtendo 

-<e/m)E, _ 

/ 7 2\ t * 

l<»ú ~ w ) + JW 7 d 


(D.I4) 


O momento de dipoío associado com o deslocamento d, é 

Pt = (D. 15 ) 

A polarização do meio c então encontrada assumindo-se que todos os di polos sejam 
idênticos. A Equação (D.l) se torna 

P ( — Np, 


a qual, quando usados (D.34) e (D15) se torna 

= __ E 

(wá -ta 2 ) + jmy (l 


(D.1Ò) 


Agora, usando (D.3) identificamos a susceptibilidade associada com a ressonância como 


Ne 2 


\ i ■: s 


f\m (wj ar) + jtóyj 


Xtci 


ÍX*n 


(D. 17) 


As partes real e imaginária da permtssividade são agora encontradas pelas partes 
real e imaginária de Sabendo-se que 

£ = *d(J + Xm) = e' “ je" 


encontramos 

e f = e»{í + xla) 


(D.l 8) 


e 

é* = (D.l 9) 

As expressões anteriores agora podem ser utilizadas nas Equações (35) c (36) no Capí- 
tulo 12 par ei calcular o coeficiente dc atenuação a c a constante de deíasa mento j3, para 
a onda plana à medida que se propaga pelo nosso meio ressonante. 

As partes real c imaginária de ^ res como funções da frequência são mostradas na 
Figura [3-2, para o caso especial no qual tu ~ ti-j,,. À Equação (1117) ncs.sc caso sc torna 

j, 'Ve 5 / j + 8„\ 

*“ + Bi) (D-20) 

onde o parâmetro deaafinador normalizado 6 n vale 

2 

7 ■ l.oi - wn) 

Ja 


(D.21) 
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Apêndice 



Respostas 
dos Problemas 
ímpares 


Capítulo t 

LI (a) 0,92a, 4 0,36a, v 0.4a, (^4^6 
(c) -580.5*, + 3193a, - 2902^ 

U ÜJL -JA 

1,5 (ii j 4&a,. I 36a, 4 18a. 

(h) -\.\2ün, 4 0.30a,, 4 Ü/SKa. 

(c) 0.50a, + 0.20a, - 0,78 a 

(íí) ]00 = 1 í>aV 4 4jc 4 + 16T 1 +_L6 + <)z A 

1,7 ( a ) ( I o plana t = 0, com UI 2. y i 2 l ( 2) o 

plano v 0 com UI £ 2. 1^1 ^ 2l ( 3) o plano 
x = 0, com lyi < 2. UI < 2: (4) o plano x tt/ 2, 
com !vI < 2. UI < 2 (b) o plano 2; y, com 
UI 2 t lyl < 2, UI < 1 (c) o plano y = 0, com 
UI £ 2J*Í £ 2 

1*9 (a) G, 6 a t 4 0 . 8 a, ( 6 } 53 ° (c) 26 

1.11 (ai ; 0.3. LÜ. 0,4 j [b ) Ü .05 (c ) Cl, 1 1 ( d) 78 ü 

1*13 I. a) (0,93. 1.86. 2.79) (b) ( 9JÓ 7. - 7m 2 31.) 

(c) (0,02. 0.26) 

1.1 5 ( a) (0,03, Q.4L 0,91) (b ) (0 30 0,S 1.0,50) 

(c) 30.3 (íi) 320] 

1.17 (tt) í]). 664 . - 0379 . 0 . 645 ) 

(h) : 0,550, 0,832, 0,077) (f) (0,168,0,915.0,367) 

1.19 (a) (l/p )fl fJ (b) 0,5»,,, ou I),41 a, 4 0,29a, 

131 ífl) - 6,fr6a„ - 2,77 a., 4 9a. 


(6) 0.59a,,. 4 0,21a,., 0.7Sa. 

(c) 0,90a, - 0.44a 
1,23 {a) 638 (b)2QJ ( c) 22A (d) 3,21 

1.25 (a) l,líh v 4 3,21a,, (b) 2A1 (c) 0,45a,.. 4 0,89** 

1.27 (a) 2,91 (fr) 12,61 (c) 17.49 Lí) 233 

L29 (n) 0.59a.. h 0,38a, 0.72a,,, 

(fr) 0.80á r - 022* fl - 0,55a* 

(C) 0,táa, + 0,39a,, - 0,64a* 

Capítula 2 

2.1 .441 X JílJ IN 

2.3 2L5a ,MN 

2.5 (a) 4.58 u t - 0,15a, 4 5.5 ta. (6) -6.89 ou -22,11 

2.7 159.7a,, 4 27.4a * 49.4a. ; 

2,9 ia) Ú + I) = OMU 4 l)i + (y -])] + (-- 3VT* 

(b) 1.69 ou 0,31 

2.11 (ír) -143 (b) - 30,na, - 180,63a, - 150,53a, 

(c) -183.12a n - 150,53a, (d) -237,1 

2,13 (tf) 82,1 pC (b) 424 cm 
2.15 (fl) 3JL5 X 10 2 C ib) L24 X 1U" COiT 
2.17 (a) 57,5a, 28,8a. V/m 16) 23a,, 46a 

2.19 (a) L2â* 4 14,4a, kV/m 

(b) 4,9a, 4 9,8a, 4 4,9a . kV/m 
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2.21 12òa r ^N/m 

2.23 (> } 8 A k V/m (è ) - ÈA k V ,'m 

2.25 - 3,9a t — 1.2.4a, - 2,5 a . V/m 

2.27 (tf) y 1 - = 4xy - n(b) 0,99^ + 012a, 

2.29 (a) 122 (b) -0.87*., - 0.5Q* y 
(tf) y = (1/5) íncosíür + 0,13 

Capítula 3 

3.1 (d) moeda de um centavo: +5 nC; moeda dt: 
cinco centavos: 0; moeda dc 3Ü centavos: 0: lata: 
-b nC (b) Moedas: me^ia t-oisa como no início: 
lata: 2 nC 

3.3 U\ 025 nC CM 9.45 pC 

3.5 360 C 

3.7 (a) 40 x 10 * rC ( b) 12 X lüU nGitr. 

3.9 (rrl J M pC (6)130 nC/m 2 (Cl 32,5 nC/m: 

MI D = 0 (p < 1 mm); 

10'O 

D p , [ scn(20DÜÍTJI) 2ir?I 11> l p cos(2ÍXK i } ] )í_7 m ' 

[ Imin < (> < 3 5 mm): 

2.5 x ](] 15 . . 

D., = C/nr Íjlj 2: ,L5 mm) 

El1 

3.13 ( a} D r [r £ 2.) = 0; D r {r = 3) - && X 10 'C/m* 

D r {r = 5) = 6,4 X ir 1 " C/m 3 

(6) pa (4/9) X 10 g C/m- 

3.15 (í?J (8 tf L )/3 f p | 10 ■' íjjc C onde p, está cm melros 

( h) 4(pi 10 IJ )/(3pi )pC/m- onde /> L está em 
rac í ros (c) £>„{ 0,8 m m ) 0: DJ, I . 6 m m) 

3.6 x 10 >CíW: D í( ,24 mm) ' 3.9 x 10 '-pC/nr 

3.17 (tf) Ü, 1028 C [b) 1 2 ,83 ( c) 0,102b C 

3.19 113 nC 

3,2J (cf) 8,9o (/?) 7í .67 (o) - 2 

3.23 (fr)^ 3Q/(4iF3 i ) (Dí r £ a); D, Qr/4na J ) 

cV d) 30/(4ira 3 ) (0 £rí a); 

A = Q/(W) e7*D = 0(r> a) 

3.25 (ff ) 1 7,50 C/nr (b) 5m, C/m 1 (c) 320ir C fd) 320 tt C 

3.27 (tf} 1,20 mC/m 1 (í?) 0 (e ) - 32^C/m ’ 

3.29 (tf) 3,47 C (b) .147 0 

3,31 -MIC 

Capitula 4 

4.1 (tf) - 12 n.l (7 j) 24 iiJ (c) - 3fi Ti.l (d) - 447) nJ 
(e) - 41.8 nJ 

4.3 (tf) 3.1 pJ (b) 3,1 mJ 

4.5 (tf) 2(í>) 2 

4.7 (tf) 90 (b) 82 


4.9 ftf) 8.14 V f/j) 1 . 36 V 

4, U um kV 

4.13 576 pJ 

4.15 - 68.4 V 

4.17 (tf) 3,02b V ib) 9.678 V 

4.19 0,081 V 

4.21 (tf) -.1511 V (/,) 15.1) V 

(tf) Ui l 22.8a 71.1a, V/m 

l d) 75.D V/m 

«I 0.095 â r - 0,104a, 4- 0,948a. 
if] 62.8a, 4 202a,. - 629a, pCfol 2 

4.23 (tf) -48p 4 V/m (b) -673 pC/m 1 (c) - 1.96 nC 

4.25 (a.) V p = 279,9 V. E p = - 179,9*^ - 75,^ V/m, 

D,, = - l.59» fJ - 0.664a,* nC/m 1 . p v(J = --443 pC/m 11 
(b) 5,56 nC 

4.27 (tf) 5.JH V (/;■) 252 V/m (c) 5.J6 V 

4,29 Oi V 

4.31 (tf) 387 pJ (b) 207 pJ 

4.33 {tfH 5 X 10 *)( (4irr) a, C/nr 

{b) 2,81 J (c) 4,45 pF 
4.35 (tf) 0.779 pJ (b) 1,59 pJ 

Capitula 5 

5,1 (tf) 1.23 MA lb ) 0 (c) Ü. conforme esperado 

5.3 (tf ) 77,4 A (6) 53.0a. A/m 2 

5.5 (tf) — iTtíJl A (fc) 0 (f) 0 

5.7 (tf) densidade de fluso de massa em [kg/nr í) e 
densidade de massa cm (kg/m- v | (/») -550 g/nr' - s 

5.9 (tf) Em mm (6) b,0 X IO 7 A/nr 

5J1 (tf) E - [(9.55)/p/) |a,j V/m, V - (4,88)// V c 
R , 1 ,fi3)/'i r íl. onde / e o comprimcnlo do 
cilindro (não dado) 16) 14.94:7 V/ 

5.13 (tf) 0.147 V {b} 0,144 V 

5.15 (tf) (p + l)z : cosi/> = 2 

(b)p 0,10, E( CU0, 0,2.T f 15-) 18,2a,, t 

145a^ - 26,7 a. V/m (c) 1.32 n C/m 2 

5.17 (tf) D\ z - Ü) = -(100e„j)/(jr a + 4)a, C/m 2 
(tf) —0.92 nC 

5, J9 (a) Em 0 V: 2r 2 _v - z = 0, Em 60 V: 2 a j v - z = b/z 

(b) JJM nC/mí (c) -Q. 1,60a, + 0,68a, + 0.43a,} 

5.21 (ff) L2Ü kV (i?) E p 723a, 18.9a, V/m 

5.23 (ff) 289.5 V í» ?/[(.f ly i / f 
e/[(je I l). 1 1 y 2 + í 2 ] IjS 0,222 

5.25 (tf) sLl X 1ÍL3 1 S/m (fr) 11 X 10 1 S/m 
(cl 12 x 10 3 S/m 
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Capitulo 6 

6* 1 {o) 6.26 pC/m- ( b ) I. . 060)7 6 

6.3 (íi) E - [(144.9}Vl*„ V/m. D ; 3.2S», 1/p nC/m ! 
<í>) V M = 192 V. *•, = 1,66 (c) [(5.11 X 10 M )/p]» p 
C * m 

6+5 {«) 80 V/m (b) — 60* v - 36 a - V/m, (tf) 67,1 V/m 

(d) 1044 V/m (e) 4JJ.0! {f) 2J2 nC/m- (g) 2JH 
nC/m J (A) 2.12a., 2.66a,. 1.33a. nC/m 3 

(f) L./ija,. - ;.l3a t - UKiu . nC/m* (/) 54,5! 

6*7 I25a v 4 175a, V/m 

6*9 (o) Ej = T (b) H-V, = 45.1 tiJ. W F} = 336 jul 

6.1J titanato de bário 

6.13 451 pF 

6*15 ( a) MÕ n F (6) 5*21 nl ( t) 6J2 nJ f rf) M? n I 

6,17 (íi) 143 pF (b) 101 pF 

6,19 (a) 53.3 pF (6) 4LJ pF 

6,21 K | - 23,L). p f - £$7 n C/m, ff 1.3,8 m, 

C = 35*5 pF 

6.23 ( a ) 47 3 a Om: (b) Hft n C?m~ 

6*25 Valor exato: 57 pF/m 
6*27 Valor exato: lle ; F/m 

6*29 {b} C =- 11.0 pF/ni (c) O resultado não mudaria. 

01 (a) 1M nC/m ( b) 206 m A 

Capitulo 7 

7.1 (ff) £ V (6) £a, £a, 24a .V/m 

(c) 4 xziz' i- 3y : ) C/m 3 
{d) xyh? = -4 (tf) y 2 ~ 2x 2 = 2c 3,t 2 - r = 2 
0) Não 

7*3 /(jf.y) = -4ff* + 3 jf* t V(j,><) = 3l>“ - >■■'] 

7*5 {5} /I = 112.5. B = - llã ou 

A = 1 2.5. B - 112.5 

7.7 (d) 1136 pC/m q (6) ±0,399 pC/m'(dependendo 

de qual lado da superfície é considerado) 

7,9 (n) sãm, sim, sim. não ( h ) Na superfície de 100 V. 

naO paru toda*. Nas superfícies de 0 V, sim, e\cç- 
1o para V', ■+ 3, (e) Apenas V 2 c 

7*11 (o) 33*33 V {b ) f ( 100)/3]a 4 50a, V/m 

7. 1 3 (ff ) Ml cm ( b) 22$ kV/m ( c) 3_15 

7*15 (o) t^24iÜ X lO 4 )^ 4 ilB x KF V 

(6} [(2,00 x 10 4 )/pj^V/m 
(tf) OIMJ x \&<rd C/m* 

Ç7} [(2*00 X lt) 4 )/p | C/m 3 
(í) «4.7 iiC 


U) W) = 2JL7é + 194,9 V.E = -(28,7}/p** 
V.'m,í> = - (28.7*„)/>■* C7m-, p* = (28,7**)/ 

= 122 pC (g) 47 1. pF 

7.17 (ff) 12,5 mm (6) 26,7 kV/m {c) 4,23 (com p, = 1.0 
pC/m 3 dado) 

7* 1.9 (ff) a A = 76,57 \aa = 56,31 “ (b) 23,3 V 
.7*21 («) K33*3r "- Jl V (6) K33.3r "' 4 V 

3*23 71*917 3 V 

7.25 12*5 V 

7.27 (ff ) Não (6) Sim ( c) Sim (d) Não (tf) Não 
7.29 3H V 

7*31 40 V 

7,33 {b} 90 V 

745 sentido antidiorário comeqando acima ã esquerda: 
(ff}4S.42.11M^él-4S (6) 4S.áQ.ÜL3Hi9* 
4d*4H fc) 47,3.32*L 114* 27,4. 1 7.4. 3LL 474 


Capitulo s 


8,1 


8,3 


8.5 


8.7 

8.9 

8.11 

8*13 

8.15 


8.17 


(ff) - 294a, + 196a, ;r A/rtl 
(6) - 13/a, 4- 382*,, pA/m 
(<) 42 la, 4 578a, p A/m 


(ff) 11 


i 


1 


2 *p vV 


fJ 4 li' 


h^. A/m 


(b) 1/V3 

Hl 


_ JLff—i 

2171 . 1 / 1 2 

\r - 


2y 1 5 y 2 2y 1 5 

(y + O 


_í?liL\T 

y- + 2y + 5/ J 


2v + 5 

(ff) 6,53a r 4 4 0,27*. (p) 5,73pA/m 

(tf) ±í -a t 4 - a. 

l,50a v À/m 


2i) À/m. 933 mA/m. 3613 mÀ/m, Ü 

(tf) H z (a < p< b) = k h : fU,p > b) = 0 

(ff) 45tf lS¥ a. kA/m- 

(6)12.íi[_L - p. 4- l50 P(t )tf- l!!0ft : A 

(c) ^[1 - U + i50p)tf I>:|J> ) A/te 

(íj) 2.2 x 10 'a.^ A/m (do lado de dentro), 
2.3 x 10 A/m (do lado de fora) 

(6 ) 3.4 x lü ! a^. A/m 

fc) IJ X 10 V À/m {d) L3 X 10 'a. A/m 
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8.19 

8.21 

8.23 

ÍL25 

«.27 


8.29 


8.31 

8.35 


8.37 

8.39 

4ál 


8.43 


O 


53õa t + 4é0a„ - 148a_ 

(a) 6í)pM T A/m- (6 ) 40 -jt A (tf) 40- A 
(u) -259 A (í>) -259 A 

{ií) 2(x + 2y)fz'a c i l/z : a : A/m (í>) o mesmo da 

parle (ir) (c) l/tí A 

(u) 1 ; .5 l ) x luY A/m-' (/»h 7,09 X llVpH^ A/m, 
lOpa* Wli/m- (c) conforme esperado 
(rf) t/( Tr/jjii.K A/m, p,,/í irp)a,K Wh/m 2 
(c) conforme esperado 

(a) 0392 fi\\ b {b) LÉU ^Wh (c) U juWb 

(u) 40$ A [2 < p < 4 ), 0 [p > 4j 

(b) 40pn In( 3/p )n Wb/ra 

[ 120 (40G/ir)$] A (0 < <j> < 2 tt) 

(ff) — 30a., A/m (/>) 30y o A 

(tf) - 30p, i: a, Wb/lTv (d) jn,,( 3lk - 3) a. Wb/m 

(a) - l ('Klp/jU,.^ A/m, - lOOpa^ Wb/m¬ 




200 

An 

iU 

%7T 


ii. A/m 2 icr) -S.Q0 MA (d) — 5flí> MA 


(£ - 25) + 98 ta 



Wb/m 


Capitulo 3 

9,1 (<sr) (0,90. 0. -0,135) (b) 3 x 10 Y - £ X 10 V m/s 

(tf) ,L3 X m í J 

9.3 (tf) 070a, + OJOa, - 0.12a. (fr) 7.7.5 fi 
9.3 {ií) - 18 a, nK (b) 19.8a, eN(c) 39a, nC* 

9.7 (ií) 35.2a, nN/m {£>) 0 (c) 0 

9.9 4tt X íílJ N/m 

9,13 {a) -1,8 X IO 4 *,. N ■ m 

(b) -1Ü x 10 Y N ’ m 

(c) -L5 x 10 V N > m 

9.15 ÍM X |0 *)[/> - 2 tg \btl )]«, N ■ m 

9.17 lw/w AWm 13 X IQ.i 

9.19 (u) 77.6 vii kA/m (fr) 5.15 X 10 J H/m 

(f) 4. L (d) 24 J>» kA/m (d) 77„6a, kA m ; 

(/) 241a, kA/m 1 (í) 318a, kA/m 2 
9.2L (Use X", = 0.003 ) ( 0 ) 473 A/m (fr) ÓJJ A/m 
(c) 0,288 A/m 

9.23 (lí) 637 A/m .131 X 10 3 Wh/m 1 . 884 A/m 

(È) 478 A/m. 2,39 x 10 s Wb/m 2 , 1.42 x lü 1 A/m 
(c) 382 A/m, 3.82 X 10 3 Wb/m *,2.66 X 10 3 A/m 
9.25 (u) 1.91/p A/m (Q < p < ») 

(6) (2,4 X 10 = l Vp)a iíi T (p < 0,01), 

(1.4 X 10 -Vpla,, T {OOl <: p < 0 .02) 

(2-4 X 10 Vp)a lf , T (p 0,02.) (p em metros) 

9.27 (ff) -4,&3a A - 7,24a,. +■ 9,n6a. À/m 
(b) 54.83a v - 22,76a, + 10,34a „ A/m 


(c) 54,83a, 22.7 na, 4 1 0,34a A/m 

(d) - 1,93a, - 2,90a, . 4 3,86a. A/m 

(e) 102° (/) 95" 

9.29 10,5 inA 

ÍUJ (ii)2.8 X lü 5 Wb (b) 2,1 X 10. 4 Wh 
(c) « 2.5 X 10_Í Wb 

9.33 {«) 237/p A/m (b) 3.0 x 10 Vp Wb/m 2 

(c) lü x 10 7 Wb 

(d) 23 Á/m, 611 x 10 Vp Wb/m 3 . l.Ü X 10 '/ Wh 

(e) L5. X 10 Wb 

9,35 (ff) 20/'! vrrsen l9)* fr A/m ( b ) 1.35 X M.J ' j 
9.37 mlptt 

9.39 ( a) (í/2) wdfi a Kl 3 /m ( b) p i: dfw It/m 

(c) = tij/IKo Wh 

9,4.1 (ff) 33pEl (ól 24 pH 
9.43 íTf) 

2W;; 

^ i I LÍ f 1 

J 

pjd j 4irc : h 3c 4 1 4c J Ln [a/c)' 

SflT _ (o 2 -C 2 ) :l 


Capitulo 10 

1 U.l ( a) 5 .33 se n 120rf V (5)21 .3 sem [120irí) m A 

Mi.3 (a) IJ3 x 10 5 fcos(3 x KJ 6 / 1) 

cos(3 X iO^OJV l»Ü 
10.5 (a) 4.32 V (b) 0.293 V 

111.7 (a) f 1 44)/ (9 1 1 39.611 A 

1 I 


(h) -1,44 


617 - 39,6/ 9,1 4 MM. 


i!l,y 2A X U\\ Cl SN 1 1. 5 x 10"/ - 0,13 a j ) 

- cos{|,5 X lOVjj W 

L O. 11 («) (■y) cos (10 Y a„ A/m: (5) 8w cos (10 F /) A 

(c) -0.8 tt sen (lüY) A (d) ÍU 

lll, 13 (a) V = 132 X 10 t3 sen LU X iOY - hx) 

a,_ C/m 2 . E = 3,0 X 10 1 sen (1.5 X I0*r 5jr ja, 
V/m 

(b) B = íl filh X lQ- <] seeti (1 _6 x ÍO h í - ^)*,T. 
II = [ 4 j| x 10 ^òsen {_US X 1.0*/ - âi)a r A/m 

(c) áJl x 10 7s 2 c:>s, uLS x Kft - ftrKA/ffl* 

(<7) V' 5,(} m 1 

1(1,15 K = 11 x 10 J cl>s (10 ,ü f - px)&J\ lí = 

-{2px 10 lú )ct>s(K^'í jSx)d v C/m 1 . 

T - Uã. fi cós (10"7 - p.t)a, V/tn, /* = 

±600 rad/m 

10,17 íi 6ó m ’ 

in .21 (fl)wX 10 b 5cc-‘ 

,, 500 

( b ) — se n (lOirí) se n( a>t ) a.. V ,'m 






































Apénüice i 

Kk23 (íí: E X1 = ili cqs | I.N'"r)íi.Vr'm 

E. r| = (30i x 4 20a,)cos] 1 uV| V/m 

]> V1 200 cos (10 9 i>* pC/nr 

!>.. = (600a 4 4í)Uii L .) cos [10'' f] pC/nr 

[b J I v | 40 c os 110 9 1 }a. m A/m - 

J r , = (l2Ck, 4 80a P )cos(lOV)rn A/m* 

(0 fc r: = (30a, 4 20a y ) cos (l(W) V/m 
f> - = (300a,. 4 2QQa r )cos (IO 9 ?) pC/m 1 
J,.- (30a, f SÜa JcosflO 9 /) m A/m 2 

(d) E x2 = 203 cos [ 10^f 4 5.6 o ! a. V/m 
I>V2 = 203 COS [10*/ 4 XfV>_. pC/m 2 
J v > — 20,3 cos {10 9 t 4 5,õ D ja. mA/nr 

10.25 (b) B (í : V.TH ' Íí ' la À/m 

V cê — fí ü \ cf 

E = (i ct - z 1 a, V/m I> = (ct — j)a A C/m‘ 

Capítulo li 

11.1 {a)y 0JÜ4 i- ;2.4Üm ', 

ir 0 104 Np/m, 0 2.40 rad/'m. A 2.62 m. 

Z M , = 100 - j'4.0 SI {b) 12.5% 2.15 X IO 3 graus 

1L3 {a} 96 pF {b) L44 X 10 a m/s (c) 15 rad/m 

uj) v = -üia s = j .2 

11.5 (a) 33,3 n I l/m. 33,3 pF/m ( b) 65 cm 

1L7 721 mW 

LLá (a) AÍS (» AíS 4 niA/2 

11.11 ( a ) V}/Ri (£>) R { V}/(Rt ■ Ri f 

(c) Vf/R) {d){VyR L ) espí-afVJíÕ) 

11.13 (a) < 1.23 X lü 8 rad/s {b} 4 cos(tar ttz) A 

(c) 0.237/ 1.23 rad (rf) 57.5 e*p[){ iri 4 1.28)] V 
(íí) 257,5 £36" V 

J1J5 (a) 104 V (6) 52.6 - ;123 V 
11.17 Aj - 2,26 W. A,nu - Llò W 
11.19 16.5 W 

11.21 (íí).ç 2,62 - L04 X IO 3 I- jòOJÍí 

(c) = -12 ititn 

LL23 (a) Õ.Í137A ou [L?_4 m (ft) 2,6 ] (c) 2MUí) 0,463a 
ou 9/26 m 

íbis (a) .m 4 j290íi(íí) j^n 
11.27 (íí) 2,6 (b) U /7.0raS (c) Ch213A 
11.29 47.3 4 ji.403 Í1 
11-31 (íj ) 3*8 cm ! 6)14,2 cm 
11*33 (a) d ] = 7j6 em*í/ = 1323 cm ( b) d i = .1 Jí cm, 
d = 66? cm 

11*35 (íí) 1'la cm i» 24 pF 


Respostas dos. Problemas Ímpares SÊ5 

1137 V r = {2/3) Vi {l/v <; í í 4) e vale zero para 
f < ln\ t ){ — ( V(/75) para 0 íí f £* eo. 

1U9 

f 5/ 

<(<•-: V, = 0,44 V G 

v ílv 


51 < í < 2 l/ r V, = 0,04912, 
v 4v 

7/ 20/ 

< I < V A - -0,017 V G 

t- 4v 

Às tensões entre esses valores valem zero, 

11*41 


Oííí,- 

Vj 

0 

i' 

1 3/ 


Vn 

< t c — - 
2v 2v 

2 

3/ 

r > 42 = 

ii 

v;, 


Capítulo 12 

12.5 (a) 0.33 rad/m [h) 18,6 m (c) - 3,76 X 1(1 a V/m 

12_5 (a) ti) 3 7 T X 10 s sec ..A 2m,c/3 tt rad/m 

(h) -Mi - 9.9a.. A/m (c) kV/rn 

12*7 p = 25m \ ij = 278,5 fl. À = 25 cm. 

v t ' L-01 X 1{'!' : ' m/s. f K 4.01 2.J6c 

H(jc. >■, í. í) = 2 cos (8-ir x iffr - 25 jc)h, 

4 sc n i' X iT x 10 : V ■ 25,0*- A/m 

12*9 (ri) fi = 0..4tt rad/m, A = 5 m,v fJ = 5 x 10 m/s e 
r} 251 II (fe) 403 cos [2ir X IO T r) V/m 
(c) 1-61 cos ('Zn- x |0 V) A/m 

12*11 (a) 0*74 kV/m {b) - 3,0 A/m 

12,13 j.i = 2*28 x Jj,i H/m, e' - 1,02 X 10 11 F/m c 
í ’ = 2220 x 1(1 ÍJ F/m 

12.15 (ff) A - 2 cm, a - 0 ( b ) A = 2*95 cm, 

a = 22â x L0 2 Np/m (c) A = 1213 cm. 
o 335 Np/m 

12,17 <£,){; = LI) = 315n s W/m\ 

(íjí z = 0*6) = 248a. W/m 1 

1X19 (íí) cr = 4 x Kl* rad/s 

(6) H(p. /. t) - (4.0/p)ccsi.4 X lü' s r 4;)a lt A/m 
(c) (5) = [2,0 X l(rVp 2 )cos : [4 x Uft - 4z)». 
W/m- !>/ ) F = 5.2 kW 
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0.21 (a) H^(p) = (54,5/p)(10y - ij À/m 

(0,01 £ p £ 0,012), //^(p) = {24/p) À/m 

[p > 0.012J. 1 = 0 [|J £ l.l.m m) 

[h) E I JJ9 a - V/m 

(0 W = -(59,4/p}(10y - l)a,W/m 2 

UÜJi Ü.012 m). (26/p la.,W/nr : ( p > ÜJ2 m) 

1221 (ri) LA X 10 l'Vm (fr) áJ. x HT^íVni 
[t:)AA X 10 'n/m 

O 25 f = 1 QUz.tr = í J. x 110 s/m 

12.27 (tf) 4.7 X 10 ft (b) 3.2 X 10* (r) 3 S 2 X 1Q 5 

12-29 (fl) Hl = {EM ,)(>, - /■> ^ 

(b) {5} (W/m 3 (assumindo que é 

real) 

12.31 (fl)L 14,6 A (b) Esquerda 

1211 (a) H s = ( lAj}[-18^V + I5». t ]e m A/m 

íb) (5) - 275 Re I / .rj’ )} W/m 1 

Capitulo 13 

1A1 0.01% 

íii o.jji.6 ç mi 

LL5 (fl) 4J x W*m (b) 691 + jl 77 11 (c) -u cm 

0.7 (fl) s, 1.96,5, 2, t 1 » 0.81 m 

0,9 (a) 6.25 x 10 1 (b) 0,933 (c) L6I 

1211 641 t ;501 Í1 

3 3.13 Onda refletida: polarização circular à esquerda: 
fráç&o d(L potência: 0,09 . Onda transmitida: pòla- 
rizaçlo circular à direila: fração cl u potência: 0.91 

13.1? (a) 1,2 Gtlz. l» 1,27 

0,17 (a) i = 2.0 e 1 - li'! 2 = 0.S7 l» a = L e 

1 - iri? = 1 

1309 (fl) <■/, = d 2 = dy = 0 ou f/j = í4 = 0. <0 = â/2 
( b) di = <h = dj = 'h/à 

0.21 (a) Potencia refletida: J5_%_ Potência transmitida: 
85% (b) Onda refletida: polarização &. Onda 
transmitida: polarização elíptica ã direita. 


0.23 n u ( n J th ) V n| /n 

0.25 0.76 


0,29 4.5 km 


Capitulo 14 

14,1 




Mi /' 

4ít 


h 2 (_V4)l- 
U 1 - b 1 ) 2 '"\bJ (c 1 - b J ) J 


ln 


a) 


j 


14.3 142 pF/nt, 0,786 p H/m, Õ, 0,023 O/m 

14.5 (fl) 2,8 (b) 5.85 X !0 2 
14.7 (fl) 5,0 (b) 1,6 

14,9 9 

14.11 3; 

14.13 !5 ns 

14,0 (a) l22iüHz(b) Sim 

14,17 {a) 2.2 £ í Hz < / <, 3.15 £ í Hz (preenchido com ar) 

(b) 3.75 GI iw í / <L 4j5 G í íz (preenchido com ar) 

14,19 a 1,1 cm. b Ü.9G cm 
14.23 72 cm 
14,2? 3.32 

14.27 (a) fl rata = sen “(nyS) (h) v pmil - c/n, 

.14-29 maior que 

1431 (a) 0,284a, 0.959a (6) 0.258 

14.33 {a) rí 1,5 X 10 > A^.v/m 
(t) - jiM x 30 2 )y V/m 

(c) — j { 1 .5 X 1Ô 2 j (a, + a.) V/m 
(ff) -(U4 X 10 : )U V + a j V/m 
(e) 1J 5 X 10 2 V/m 

14.35 (a) 85,4 A (b) 5.03 A 

14.37 (fl) 0.2c ■ iin ™ w V/m [b) 0.2l> . .. V/m (c) 0 
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ção de pc rdas, 346-350 
Transmissão parcial. 512 
Transmissão total, 462-465 
Trinado. 474 
Tubo de ílujfo, |6l 

u 

Des idades, 546-550 

V 

Vácuo, 26 

Valores instantâneos de campo,404 
Valores instantâneos do campo total. 
430 

Variáveis cartesianas. t7 


Variáveis das coordenadas 
cíLjilJl icas, 17 
Velocidade 

dc dertua, 12Ü 
de elétrons 37 
de fase. 34Ü, 399 
dc grupo, 346 
de onda. 337 

dispersão da, de grupo, 470 
função, Je grujM). 47(1 
Vetor, 2 

Vetor de Poyuíiitg. 454. 471,533.535 
Vetor dc superíieic* 10 
Vetores coplanares, 3 
Vetores unitários, 6 
Volt. 30,80 

w 

Welic rs, 244 



